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Instrucdes:
e Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.
Caso voceé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuacdes obtidas. Isso também vale para pontuacgdes parciais.
¢ A duracéo da prova é de 4h30min.
¢ Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comegou a prova e 0 horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.
e Somente serdo aceitas resolucdes feitas & méo, a tinta ou a lapis. Solugdes digitadas em computador, por exemplo, nédo seréo aceitas.
e Em dispositivos eletrénicos, os nicos usos permitidos sao:
(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;
(2) calculadora sem acesso a Internet.
o Ndo ¢ permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletrénico/Internet.

PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

Premiacdo por medalha (em milhares Premiacéo

Ndmero de medalhas de dodlares) Posicéo no total
Quadro de (em milhares

Pais Ouro | Prata | Bronze Ouro Prata Bronze Medalhas de dolares)
Italia 12 13 15 196 98 65 9 10700
Franca 16 26 22 87 43 22 5 9400

Estados

Unidos 40 44 42 37,5 22,5 15 1 8300
Hungria 7 165 118 94 14 3800
Hong Kong 0 768 394 192 37 1900
Ucrénia 5 4 125 80 55 22 1500
Israel 5 1 268 188 134 41 1500
Paises Baixos 15 7 12 33 16 8 6 1300
Nova Zelandia | 10 7 3 40 30 30 11 1000
Brasil 3 7 10 65 39 26 20 1000
Pol6nia 4 5 84 65 50 42 1000

Acima temos uma tabela com alguns paises que pagaram mais de 1 milhdo de ddlares (valores aproximados) no total para seus
atletas medalhistas em Paris 2024. O valor pago por medalha corresponde as modalidades individuais. Alguns paises pagam
valores maiores para os esportes que envolvem dois ou mais atletas.

a) Os Estados Unidos ganharam as medalhas de ouro no basquete masculino e no feminino. Essas equipes de basquete nas
olimpiadas eram formadas por 12 atletas. Cada atleta recebeu o valor pago para um medalhista de ouro de modalidade individual.
O total pago por Hong Kong por todos os seus medalhistas de ouro (considere todos individuais) é quantos porcento maior do que
o valor total pago pelos EUA para seus medalhistas do basquete masculino e do feminino?

b) Dentre os paises da tabela, faz sentido medir o sucesso de um pais na competicdo pelo produto de sua posi¢cdo no quadro de
medalhas pela premiagéo total paga. Um valor menor indica um pais que conseguiu uma boa classificagdo sem gastar tanto.
Na tabela, qual seria o pais de melhor desempenho considerando tal medida? Qual seria o pior?

c) Os nadadores dos EUA ficaram com 23% do total pago pelo pais. Sabendo que os Estados Unidos ganharam 28 medalhas na
natacdo e com os dados da tabela, podemos deduzir que eles tiveram medalha em alguma modalidade de revezamento?

Obs.: N&o adianta citar aqui que vocé sabe que eles venceram o revezamento 4 X 100m Feminino. E olimpiada de Matematica,
né!

O Brasil decidiu pagar valores maiores por medalha para esportes coletivos. Para esportes com 2 a 6 atletas pagou o dobro da
premiagdo. E, para esportes com 7 ou mais atletas, pagou ainda mais. Os valores pagos por cada tipo de medalha foram

diretamente proporcionais aos pagos para 0s esportes individuais. Por exemplo, sendo a, b e ¢ 0s valores pagos respectivamente

. ~ b
pelas medalhas de ouro, prata e bronze em um esporte envolvendo 7 ou mais atletas, entdo % == %

Esses valores totais maiores, é claro, sdo divididos igualmente entre os medalhistas em cada modalidade.


http://www.opm.mat.br/

d) Sabe-se que o Brasil obteve:

® Ouro no Voleibol de Praia Feminino — 2 atletas;

® Prata no Futebol Feminino — 22 atletas;

® Bronze na Gindstica por Equipes Feminina — 5 atletas;

® Bronze no Judé por Equipes — 10 atletas;

® Bronze no Voleibol Feminino — 13 atletas.

As outras medalhas do Brasil foram em esportes individuais. Determine as quantidades de medalhas de ouro, prata e bronze que o
Brasil obteve em esportes individuais.

e) Quanto o Brasil pagou no total pelas medalhas individuais?

f) Determine quanto aproximadamente cada jogadora da equipe de Voleibol recebeu de premiacdo, em doélares.

PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontos

A professora Catriona Agg divulga, em suas redes sociais, diversos quebra-cabegas matematicos, a maioria deles em geometria.
Um muito bacana é o que se segue:

Os trés quadrados menores tém o mesmo tamanho e estdo no interior de um quadrado maior, como representado na figura a
seguir. Qual é a medida do angulo a?
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Vamos dar nomes a alguns pontos, A, B, C e D sdo alguns vértices de quadrados menores e E, F e G séo vértices do quadrado
maior, como mostrado na figura. Note que 2CEA = a é o0 angulo que queremos determinar.

a) Sendo a a medida do lado do quadrado maior e b a medida do lado de cada um dos trés quadrados menores, Calcule, em termos
de a e b, as medidas dos segmentos BC e DE.

b) Dois triangulos sdo congruentes quando possuem cada um dos lados correspondentes com mesmas medidas e cada um dos
angulos correspondentes com mesmas medidas. Explique por que os triangulos ABC e CDE possuem dois lados correspondentes
com mesmas medidas e 0s angulos entre esses lados com mesma medida.

Isso é suficiente para concluir que os tridngulos ABC e CDE sao congruentes.
c¢) Calcule a medida do angulo 2£ACE.
d) Calcule a.

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

Dizemos que um ndmero inteiro positivo n > 1 é préatico se todos 0s nimeros inteiros positivos menores ou iguais a n podem ser
expressos como soma de um ou mais de seus divisores positivos. E importante observar que consideramos validas adi¢des
envolvendo um Gnico nimero.

Por exemplo, 12 é prético, pois seus divisores positivos sdo 1,2,3,4,6 e 12 e, além disso:
5=243,7=1+4+2+4,8=246,9=3+4+6 10=4+6el1l1=2+3+6.
Ou seja, todos os inteiros de 1 a 12 sdo somas de um ou mais divisores de 12.

a) Existe um nimero impar maior ou igual a 3 que € pratico? Justifique.

b) Mostre que os nimeros de 1 a 30 sdo somas (possivelmente de um Unico ndmero) de divisores positivos de 30.
Observe que isso nos permite concluir que 30 é pratico.

c) O numero 102 é pratico? Nao se esqueca de que vocé deve justificar sua resposta.

Observando os trés itens anteriores, podemos perceber que pode ser trabalhoso determinar utilizando apenas a definicdo se um
namero é pratico ou ndo. Apresentaremos agora uma caracterizagdo desses nimeros, ou seja, condicdes que sdo equivalentes a
definicdo e que permitem determinar de modo mais rapido se um nimero € pratico ou ndo. Para tal, vamos usar a soma dos
divisores positivos do inteiro n que é denotada por de o(n). Por exemplo, 6(12) =1+2+3+4+6+12=28,0(26) =1+
2+13+26=42e0(30)=1+2+3+5+6+ 10+ 15+ 30 = 72. Assim, podemos apresentar a caracterizagéo a seguir:




Sejan = p, 1 - p,*2 - -+ p, %k, afatoracdo de n > 1 em primos, com p; < p, < -+ < p. Pode-se demonstrar que n é pratico se, e
somente se, as duas condicfes abaixo sdo ambas satisfeitas:

(Cl)népar

(C2) pis1 < o(p™ -py,%2----p;%) + 1,paratodo1 <i <k —1.

Por exemplo:

n =198 = 2-32-11 é pratico.

Observe que p; = 2, p, = 3ep; = 11 e temos:

(C1) 198 é par

(C2) 0(2) =1+ 2 =3¢, portanto, 3 < a(2) + 1, ou seja, p, < a(p;*) + 1;
0(2:32)=0(18)=1+2+3+6+9+ 18 = 39 ¢, portanto, 11 < ¢(2 - 32) + 1, ou seja,

ps < o(p™ " p,"?) + 1.

Isto &, ambas condicdes sdo satisfeitas.

n =3030=2-3-5-101 ndo é pratico.

Observe que p; =2, p, =3, p; =5ep, =101 e a condi¢do C1 é satisfeita, mas

0(2-3-5) =0(30) =72, portanto, 101 > g(2-3-5) + 1, ou seja, p, > a(p;*1 - p,*2 - p;%3) + 1.
A condicdo C2 ndo é satisfeita.

d) O nimero 2024 ¢ pratico? Nao se esqueca de que vocé deve justificar sua resposta.
Dica: Vocé pode utilizar a caracterizagéo dada.

e) Apresente um multiplo de 17 que é prético. Justifique sua resposta.

PROBLEMA 4 —\alor: 3 pontos

A seguir, exibimos um diamante asteca de tamanho (quantidade de quadrados na diagonal de cada lado) 3 coberto por tetraminés
retos (retangulos 1 x 4) e Z-tetraminds (as pecas podem ser giradas ou viradas), de modo que cada peca cubra exatamente 4
quadrados, as pecas ndo se sobreponham e ndo sobrem quadrados descobertos:

Tetramino reto

—;-I- Z-tetramino

Mostraremos nesse problema que ndo é possivel fazer isso em um diamante asteca de tamanho 5:

12
112 |34
112 |3|4]5]|6
112|3|4|5|6|7]S8
1123|456 |7|8]9]10
213|456 |7]|8]9 10|11
4 |56 |7 |8]|9]|1011
6|78 |9 (10|11
8|19 (10|11
10 | 11

Na figura acima, colocamos um nimero de 1 a 11 em cada quadrado.
a) Qual seria o total de tetraminds necessarios para cobrir o diamante asteca de tamanho 5?



Suponha que temos uma quantidade infinita de pecas disponiveis dos dois tipos, Z-tetramind e tetraminé reto. Considere que as
pecas podem ser giradas ou viradas. 1sso significa que elas podem ser posicionadas das seguintes formas.

b) Explique por que a soma dos nimeros nos quadrados no diamante asteca de tamanho 5 mostrado anteriormente que podem ser
cobertos por uma peca (Z-tetramind ou tetraminé reto) sempre deixa resto 2 na divisao por 4. Em outra palavras, é um nimero da
forma 4x + 2 para algum x inteiro.

c) Prove que a soma de todos 0s nimeros no diamante asteca de tamanho 5 mostrado é um maltiplo de 4.

d) Considerando os resultados dos itens b e ¢, explique por que a quantidade de tetraminds para cobrir o diamante todo deveria ser
par.

e) Comparando os resultados do item a e do item d, conclua o problema, ou seja, explique por que ndo é possivel cobrir um
diamante asteca de tamanho 5 com pecas tetraming reto e Z-tetramind.

PROBLEMA 5 —|Valor: 4 pontos

Imagine que vocé tem 24 bolinhos iguais para dividir entre 25 pessoas. Uma maneira de fazer a divisdo € cortar % de cada

bolinho. Nesse caso, 24 pessoas recebem % de um bolinho e a outra pessoa recebe 24 pedagos de % de bolinho. S6 que isso é
ruim para essa pessoa, pois ninguém gosta de receber pedagos pequenos de bolinhos, mesmo que sejam muitos pedacos:

CCECCEECEE
4441411
11 1411

AAANAAAAMNANDNAARDAARDAD

Queremos que 0 menor pedago seja o maior possivel. 1sso nos leva ao seguinte problema de matematica:

Queremos dividir igualmente uma quantidade de bolinhos entre uma outra quantidade de pessoas. Para isso, cortamos alguns
bolinhos (talvez todos!) em algumas quantidades de pedacos (podem ser mais de dois pedacos). Qual é a maior fracéo possivel de
bolinho do menor pedaco cortado?

Por exemplo, podemos dividir 7 bolinhos entre 4 pessoas, com pedagos de tamanho pelo menos % de um bolinho:

i:? 1 i:? 1 i:‘ 1 ::‘ 1 ::‘ 1 i:f 1 ::f 1 Total

- 7 21
&T 7 7 7 7
- 21
[y 1 1 1 1z 1
- 7 21
& 1z ¥ ¥ 2
- 5 21
& v 1z 1z 1z 1
Total 1 1 1 1 1 1 1

Note que cada pessoa recebe % que é igual a % e representa a quantidade de bolinho quando 7 bolinhos sdo divididos para 4
pessoas. Pode-se provar (isso é bem dificil!) que o maior menor pedaco possivel, considerando todas as possibilidades de fazer as
divisdes, ¢ .

a) Mostre uma maneira de fazer a divisdo de 4 bolinhos entre 7 pessoas de modo que cada pedaco tenha pelo menos % de bolinho.
Use a tabela na folha de respostas para exibir sua divisdo. Sugestdo: aproveite o exemplo para 7 bolinhos e 4 pessoas!



b) Dado que o maior menor pedaco possivel para a divisdo de 7 bolinhos entre 4 pessoas é % prove que o maior menor pedaco

possivel para divisdo de 4 bolinhos para 7 pessoas é % de bolinho.

Nos proximos itens, de c até f, vamos estudar o caso em que temos de dividir 4 bolinhos entre 3 pessoas. Primeiro, é facil obter
1 . .. . N . . 1 p

pedacos todos com pelo menos 3 de bolinho: basta dividir um bolinho em trés pedacos iguais e dar 5 para cada pessoa, além de um

bolinho a mais. Cada pessoa recebe 1 + g de bolinho.

c) Mostre que se algum bolinho é cortado em uma quantidade maior do que dois pedacos entdo algum desses pedagos € maximo %
de um bolinho.

d) O item anterior mostra que os Unicos casos relevantes sdo 0s casos em que cada bolinho é cortado em dois pedacos ou nao é
cortado. Suponha que algum bolinho ndo é cortado, mostre que algum pedaco teria que ser no maximo g de bolinho.

e) Suponha que cada bolinho é cortado em exatamente dois pedacos, mostre que uma pessoa deve receber exatamente dois
pedacos e as outras duas devem receber exatamente trés pedacos, ou poderiamos concluir que algum pedago de bolinho € no
maximo % de bolinho.

f) Mostre que, mesmo no caso em que uma pessoa recebe exatamente dois pedacos e as outras duas recebem exatamente trés
- 1 .
pedacos, algum dos pedagos tem no maximo 3 de bolinho.

Figura para copiar na folha de respostas:

S | a | a | g | T
& =
& =
& e
& e
& =
& =
& e
Total 1 1 1 il

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Thabit ibn Qurra foi um matematico e astrénomo que fez descobertas importantes em geometria, algebra e astronomia. Uma
dessas descobertas foi uma extensdo do Teorema de Pitdgoras para triangulos que ndo sdo retangulos. Vamos estudar essa
extensdo que é equivalente a um teorema muito importante chamado Lei dos Cossenos.

O Teorema de Pitagoras diz que num triangulo retdngulo em que os lados a € b formam o angulo de 90° e o lado ¢ é oposto ao
angulo reto tem-se a® + b% = c?. E o famoso “a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa”.



Seja T um triangulo com lados a, b e ¢ de modo que os lados a e b formam um angulo y, com y < 90°. Considere os tridngulos
T, = DBE, T, = FDG e T; = FAH congruentes a T = ABC obtidos através de rotacdes e translacdes de T de modo que ABDF
seja um quadrado de lado c. Usaremos Q(a) = a2, Q(b) = b? e Q(c) = c? para as areas dos quadrados de lados a, b e c,
respectivamente. Na figura, ABDF, CBEI e IGFH sdo quadrados de lados c, a e b, respectivamente. Podemos observar que, pela
construgdo de T;, o lado AH é perpendicular ao lado BC. A reta AH divide o lado BC em segmentos de comprimentos h e a — h
como mostrado na figura.

D

B

a—h

h

(--4

Usaremos a representagdo de poligonos entre colchetes para representar a area desse poligono. Por exemplo, [ABDF] = Q(c) =

c?.

a) Prove que os quadriladteros CAHI e IGDE sdo congruentes, ou seja, que os dois quadrilateros possuem lados e angulos
correspondentes com as mesmas medidas.

b) Explique por que vale Q(c) = [BEPFA] + [T;] + [T,] — [DEPG].

c) Explique por que [GPI] = [CAHI| — [DEPG].

d) Usando a figura, escreva uma expressao para Q(a) + Q(b) usando [BEPFAY), [T], [Ts], [CAHI] e [DEPG].

e) Usando os itens anteriores, prove que c? = a® + b? — 2ah.

Dica: vocé pode querer utilizar que [CAHI] = ah.

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontos

Os autdmatos e as expressdes regulares sao estruturas importantes em ciéncia da computacdo. Elas ajudam no estudo das tarefas
que sdo realizaveis por um computador e das tarefas que ndo sdo. Nesse problema vamos aprender um pouco sobre essas
estruturas. Como temos muita coisa para apresentar, serd uma questdo bem longa, mas vale a pena e vale 6 pontos (recorde da
OPM em ano de olimpiadas)!

Um autdmato finito (AF) é formado por cinco ingredientes:

e um conjunto Q de estados;

e um conjunto X de simbolos que o autdmato pode ler;

e uma func¢do de transicéo § que indica para qual estado o autdmato vai de acordo com o estado atual e o simbolo lido;
e um estado inicial g, do conjunto Q que representa onde o autdmato comeca;

e um subconjunto F do conjunto Q com os estados de aceitacao.

De certo modo, vocé imaginar o autdmato “caminhando” de um estado para outro. Ele comega de g, I& uma sequéncia w
(denominada cadeia) de simbolos, e caminha de um estado para o préximo de acordo com as regras ditadas pela funcdo de
transicdo. Se, ao terminar a sequéncia, 0 autdmato estiver em um estado pertencente a F, dizemos que o autdmato aceita a cadeia
w. O conjunto de todas as cadeias aceitas por um autdmato AF é chamado de linguagem do AF.

Uma forma de representar um autdmato é usar um grafo, como o exibido na figura a seguir. Cada bolinha representa um estado de
Q. A funcdo de transicdo € representada por setinhas com simbolos indicando o simbolo lido e a mudanga de estados. Vale
lembrar que a transicdo pode ir de um estado para ele mesmo. O estado g, ¢é representado por uma setinha vindo do “exterior”
apontando para ele. E os estados finais sdo representados por bolinhas duplas.



Veja um exemplo com Q = {0,1,2,3}, £ = {0,1} e F = {0}. Note que o estado inicial é 0, pois tem uma setinha —* apontando para
ele.

Autbmato AF1
Veja que w = 100 pertence a linguagem do AF1, pois comec¢ando no estado inicial 0:

e AF11é1(100) vai do estado 0 para o estado 1.
e AF1180 (100) vai do estado 1 para o estado 2.
e AF1180 (100) vai do estado 2 para o estado 0.

Como 0 é um estado de aceitagdo (bolinha dupla!), a cadeia 100 é aceita.

" L

0 |

s y » v
*@ > 3 ‘} X » 0 > 3 +
= - > e - —%
0 0 0

100 100 100

Por outro lado, a cadeia 1111 ndo € aceita, pois comegando no estado inicial 0 no primeiro 1 0 AF1 vai para o estdo 1, no segundo
1 vai para o estado 3, no terceiro 1 fica no estado 3 e no quarto 1 fica no estado 3. O estado 3 ndo é um estado de aceitacéo.

a) Quais das cadeias 1100, 1001, 10100, 10110 e 10000 séo aceitas pelo autbmato AF1?

Nesse problema usaremos as representagdes binarias dos nimeros inteiros positivos. Na representacdo binaria cada algarismo € 0
ou 1 e cada posigdo representa uma poténcia de 2. Por exemplo, 0 nimero 12 na base decimal representa 1 - 10 + 2 - 10°, mas
na base binaria temos 12 = (1100), =1-23+1-22+0-2'4+0-2° E conhecido que cada inteiro positivo possui
representagdo Unica na base binaria.

b) Represente na base decimal os nimeros (1001),, (10100),, (10110), e (10000),.

O autdbmato AF1 aceita as cadeias que representam os multiplos de um certo nimero na base binéria (observe suas respostas no
item b para saber qual!). De fato, podemos construir autbmatos que aceitam cadeias formadas pelas representacfes na base binaria
dos nimeros multiplos de qualquer nimero. Por exemplo, o autdmato AF2 (incompleto na figura) a seguir aceita as cadeias com
as representacdes na base binaria dos maltiplos de 3. Cada estado representa um resto na divisao por 3. O estado inicial é 0 e cada
transicdo representa a mudanca no resto ao ler mais um algarismo. Quando a leitura vai para o proximo algarismo, dobramos o
peso de cada algarismo anterior e somamos o algarismo lido, refletindo o fato de que se um nimero N na base binaria é seguido
pelo algarismo x entdo obtemos o novo nimero 2N + x; ou seja, multiplicamos por 2 e somamos o prdximo algarismo. Por
exemplo, se AF2 est no estado 1 (nmero lido até agora é da forma 3k + 1) e |é 0, entdo o proximo estado é 2, pois 2(3k + 1) +
0 = 6k + 2 deixa resto 2 na divisdo por 3. Se AF2 estd no estado 1 e Ié 1, entdo o préximo estado é 0, pois 2(3k+ 1)+ 1 =
6k + 3 deixa resto 0 na diviséo por 3.

Autdmato AF2 incompleto

c) Desenhe 0 autbmato AF2 na sua folha de respostas e complete-0. De cada estado deve sair duas setinhas, 0 ou 1, que vao para 0
préximo estado de acordo com o resto na diviséo por 3.



d) Agora é sua vez! Desenhe um autdmato AF3 que aceita as cadeias formadas pelas representacdes na base binaria dos nimeros
que sao multiplos de 5. Seu autdmato deve ter 5 estados e deve apresentar todas as transi¢oes quando recebe algarismos 0 ou 1.

Autbmatos sdo interessantes, mas podemos fazer mais. Dadas duas linguagens (conjuntos de cadeias) A e B, definimos as
seguintes operacdes regulares:

e Unido: AUB ={x|x € Aoux € B} sdo as cadeias em A ouem B.
e Concatenagdo:Ao B = {xy | x € Aey € B} sao as cadeias formadas por uma cadeia de A seguida por uma cadeia de B.
e Estrela: A* = {x;x; ...x; | k = 0 e cada x; € A} formada pela concatenagdo de 0 ou mais cadeias de A.

Na aritmética, podemos usar operagdes + e X para montar expressoes tais como (5 + 3) X 4.

Similarmente, podemos usar operac¢des regulares para montar expressfes descrevendo linguagens. Essas expressdes sdo chamadas
de expressdes regulares. Por exemplo, (0 U 1)0* é uma expressdo regular.
O resultado do exemplo de expressdo aritmética é (5 + 3) x 4 = 32. Ja o resultado de uma expresséo regular é uma linguagem.
No exemplo, (0 U 1)0* é a linguagem formada por cadeias com um 0 ou um 1 seguido de uma quantidade qualquer de simbolos 0
(inclusive nenhum). Ou seja, as cadeias

0;1;00;10;000;100;0000;1000; ...
Usaremos esse jeito pratico e menos formal de escrever a expressao regular. Mais formalmente seria ({0} U {1}) o {0}".

A partir de uma linguagem podemos encontrar uma expressdo regular que resulta nela. Por exemplo, se L=
{w | w contém um tGnico 1}, entdo podemos usar a expressao regular R = 0*10* formada por uma quantidade qualquer de zeros
(inclusive nenhum) concatenada com um 1 concatenada com uma quantidade qualquer de zeros. Outro exemplo é a expressao
regular R = (¢ U 1)(01 U 0)*, que representa a linguagem {w | w no possui dois 1s consecutivos}. De fato, comegamos com 1
ou com nada (representado pela cadeia vazia €), e depois concatenamos 01 (garantindo sempre pelo menos um zero entre dois
uns) ou zeros.

e) Dada a linguagem L = {w | os blocos de 0s consecutivos de w possuem comprimento par}, encontre uma expressao regular
R que a descreve. Sua resposta ndo pode ter trés pontinhos, ou seja, a sua expressao regular deve ser finita.

Um resultado surpreendente é que toda linguagem aceita por um AF pode ser representada por uma expressao regular. Para
construir uma expressdo regular que satisfaz essa propriedade nés trocamos o autdbmato finito AF pelo autémato finito
generalizado AG em que:

e temos um novo estado inicial i e um novo estado final f. De i h4 uma transicdo para o estado inicial de AF usando ¢
(cadeia vazia) e do(s) estado(s) final(is) do AF h4 transicdes usando ¢ para f.

e cada transi¢do possui uma expressao regular que pode ser um simbolo como no AF, a cadeia vazia € ou uma expressao
regular mais geral como 0*10*.

Apo6s definir o AG nés vamos eliminando os estados um por um até ficar apenas com uma expressao regular que vai do estado i
para o estado f. Essa expressdo representa exatamente a linguagem aceita pelo AF.

O passo chave das eliminagGes € representado pela figura a seguir. Para cada transi¢do de um g; chegando no q,, e cada transi¢éo
saindo do g,;;, para um g; temos uma transi¢do nova do g; para 0 q; usando a expressdo R, do g; para 0 q,;, concatenada com as
expressoes (R,)" de g, para q,;;, concatenada com a expressdo R; de q,;;, para q;. A expressdo regular dessa nova transicéo €
Ri(R;)*R3. Se ja havia uma transicdo com R, de gq; para q;, entdo fazemos a unido da nova transicdio com a antiga:

0
(R1(R2)"R3) U R,. Podemos ter também q; = q;; nesse caso, o resultado final € um loop, como fizemos 0 - 0 em AF1.

(R)) (Ry)™ (Ra) U (Ry)
i q;
Ry




Vejamos o que acontece ao fazer isso com o AF1. Primeiro introduzimos os estados i e f. Em seguida, eliminamos o estado 3 e
modificamos a transi¢do de 1 para 2 para 0 U 11*0. Podemos notar que 0 U 1170 = 1*0.

Agora eliminamos o estado 1 e adicionamos as transi¢oes de 2 para 2 usando 11*0 (usamos gq; = q; = 2) e de 0 para 2 usando
11*0. O préximo estado eliminado é o 2. Precisamos adicionar a transi¢do de 0 para 0 usando (11*0)(11*0)*0. Como j& tinha a
transicdo usando o 0 passaa ser 0 U (1170)(1170)*0.

0 ) { 2 ) Yiga | 0 ) Jou(11'0)(a10)'0
. = ! _"7

Lembrando que ¢ é apenas a cadeia vazia, podemos concluir que a linguagem aceita pelo AF1 é obtida pela expressdo regular R =
(0u (1170)(1170)*0)*.

f) Considere 0 AF2 que vocé completou no item d. Desenhe 0 AG correspondente adicionando os estados i e f. Em seguida,
desenhe 0 AG resultante de eliminar o estado 2. Lembre-se de desenhar as transi¢des necessarias usando expressdes regulares.

g) Escreva uma expressao regular que descreve as linguagens aceitas por AF2.
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PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

Premiacdo por medalha (em milhares Premiacéo

Ndmero de medalhas de doblares) Posicéo no total
Quadro de (em milhares

Pais Ouro | Prata Bronze Ouro Prata Bronze Medalhas de dolares)
Italia 12 13 15 196 98 65 9 10700
Franca 16 26 22 87 43 22 5 9400

Estados

Unidos 40 44 42 37,5 22,5 15 1 8300
Hungria 7 165 118 94 14 3800
Hong Kong 0 768 394 192 37 1900
Ucrénia 5 4 125 80 55 22 1500
Israel 5 268 188 134 41 1500
Paises Baixos 15 7 12 33 16 8 6 1300
Nova Zelandia| 10 7 3 40 30 30 11 1000
Brasil 7 10 65 39 26 20 1000
Polénia 4 5 84 65 50 42 1000

Acima temos uma tabela com alguns paises que pagaram mais de 1 milhdo de ddlares (valores aproximados) no total para seus
atletas medalhistas em Paris 2024. O valor pago por medalha corresponde as modalidades individuais. Alguns paises pagam
valores maiores para os esportes que envolvem dois ou mais atletas.

a) Os Estados Unidos ganharam as medalhas de ouro no basquete masculino e no feminino. Essas equipes de basquete nas
olimpiadas eram formadas por 12 atletas. Cada atleta recebeu o valor pago para um medalhista de ouro de modalidade individual.
O total pago por Hong Kong por todos os seus medalhistas de ouro (considere todos individuais) é quantos porcento maior do que
o valor total pago pelos EUA para seus medalhistas do basquete masculino e do feminino?

b) Dentre os paises da tabela, faz sentido medir o sucesso de um pais na competicdo pelo produto de sua posi¢do no quadro de
medalhas pela premiagéo total paga. Um valor menor indica um pais que conseguiu uma boa classifica¢do sem gastar tanto.
Na tabela, qual seria o pais de melhor desempenho considerando tal medida? Qual seria o pior?

c) Os nadadores dos EUA ficaram com 23% do total pago pelo pais. Sabendo que os Estados Unidos ganharam 28 medalhas na
natagdo e com os dados da tabela, podemos deduzir que eles tiveram medalha em alguma modalidade de revezamento?

Obs.: N&o adianta citar aqui que vocé sabe que eles venceram o revezamento 4 X 100m Feminino. E olimpiada de Matematica,
né!

O Brasil decidiu pagar valores maiores por medalha para esportes coletivos. Para esportes com 2 a 6 atletas pagou o dobro da
premiacdo. E, para esportes com 7 ou mais atletas, pagou ainda mais. Os valores pagos por cada tipo de medalha foram

diretamente proporcionais aos pagos para os esportes individuais. Por exemplo, sendo a, b e ¢ os valores pagos respectivamente

b
pelas medalhas de ouro, prata e bronze em um esporte envolvendo 7 ou mais atletas, entéo —5 =% i

Esses valores totais maiores, é claro, sdo divididos igualmente entre os medalhistas em cada modalldade
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d) Sabe-se que o Brasil obteve:

® Ouro no Voleibol de Praia Feminino — 2 atletas;

® Prata no Futebol Feminino — 22 atletas;

® Bronze na Gindstica por Equipes Feminina — 5 atletas;

® Bronze no Judé por Equipes — 10 atletas;

® Bronze no Voleibol Feminino — 13 atletas.

As outras medalhas do Brasil foram em esportes individuais. Determine as quantidades de medalhas de ouro, prata e bronze que o
Brasil obteve em esportes individuais.

e) Quanto o Brasil pagou no total pelas medalhas individuais?

f) Determine quanto aproximadamente cada jogadora da equipe de Voleibol recebeu de premiacdo, em délares.

PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontos

O estudo de construgbes geométricas usando apenas um compasso € uma régua sem marcagdes € uma parte fundamental da
geometria. Existem algumas variagdes desse estudo. Por exemplo, construgdes com um compasso e uma régua que possui apenas
duas marcagdes. Chamaremos a régua com apenas duas marcacBes de régua marcada. A seguir temos uma representagdo

simplificada de uma régua marcada.

O que essa régua tem de diferente é que ela pode ser usada para medir exatamente uma distancia. Arquimedes mostrou que um
compasso e uma régua marcada é possivel trissectar um angulo (dividir o angulo em trés partes iguais). Essa tarefa é impossivel
COm um compasso e uma régua sem marcacgdo. Nesse problema veremos como construir um pentdgono regular apenas com um
compasso e uma régua marcada. Vale destacar que essa construcdo também é possivel com compasso e régua sem marcagdes, mas
€ mais complicada.

Primeiro vamos lembrar do pentdgono regular. Na figura a seguir temos um pentagono regular A'B’'C'D’E’. Todos os lados
possuem mesma medida e todos os angulos internos possuem mesma medida. Pode-se provar que cada angulo interno tem medida
108°. Vamos chamar o tridngulo A'B'D’ de tridngulo central do pentagono.

D!

A4’ B’

a) Determine as medidas dos trés angulos internos do tridngulo central do pentadgono.

Agora vamos para a construgdo mesmo. Por simplicidade, suponha que a régua marcada possui duas marcagfes com distancia 1 (a
unidade de medida ndo é importante). Marque um segmento AB com medida 1. Usando a régua e 0 compasso trace a mediatriz [
do segmento AB. Usando o compasso trace a circunferéncia c de centro A e raio AB. Agora vamos usar as marcacfes da régua.
Posicione a régua marcada passando pelo ponto B, de modo que uma das marcacdes fique sobre a circunferéncia c e a outra sobre
areta [, esses pontos onde as marcag8es encontram essas figuras serdo F e D, respectivamente.

b) Justifique por que AF = FD.

Trace agora 0s segmentos AD, BD e AF.

¢) Sendo x a medida do angulo AD B, determine as medidas dos angulos DAF, AFB, ABF e BAF em funcio de x.
d) Prove que esse tridngulo ABD possui angulos iguais aos do triangulo central do pentagono regular.

e) Explique como encontrar os pontos C e E para completar o pentadgono regular ABCDE que estamos desenhando, usando apenas
régua e compasso.



PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

Uma composicdo de um ndmero inteiro positivo n é uma sequéncia ordenada de inteiros positivos cuja soma é igual a n. Por
exemplo, uma composicdo de 11 é (3;2;1;4; 1), pois 3+ 2+ 144+ 1 = 11. Para cada composicdo, observe se cada termo é
par (P) ou impar (I). No nosso exemplo, obtemos as paridades (I; P;I; P; I). Uma composicéo palindroma de paridade (cpp) é
uma composicédo cujas paridades sdo as mesmas se lidas do comego para o final e do final para o0 comego (por isso palindroma). O
nosso exemplo (3;2; 1;4; 1) é uma cpp. Por outro lado, (2; 3; 3; 3) ndo é uma cpp de 11, pois suas paridades sdo (P;I;I; 1), que
do final para o comego é (I;I; I; P) e é diferente.

Nosso problema consiste em contar a quantidade de cpps de 2024.

O nimero 2024 é muito grande, ndo? Entdo usaremos algumas ferramentas para isso. Para cada n = 2, vamos chamar o nimero
de cpps n de B,. Nosso problema agora é calcular P,,,,. Comecemos com um caso pequeno: n = 2. Ha somente duas cpps para
2:(1;1) e (2). Portanto, P, = 2.

a) Sabe-se que P, = 6. Liste todas as 6 cpps de 4.
VVamos precisar de mais ferramentas. Considere a seguinte classificacio das cpps:

A: 0 primeiro e o Ultimo termo so iguais a 1 (exemplos: (1; 3; 2; 1; 1), (1))

B: o primeiro e o Gltimo termo sdo maiores do que 1 (exemplos: (2; 3; 5; 4), (4))

C: o primeiro termo é 1 e o Gltimo termo é maior do que 1 (exemplo: (1; 3; 4; 5; 5))

D: o primeiro termo € maior do que 1 e o Ultimo termo € 1 (exemplo: (3;4;4;4; 1))
Vamos chamar de 4,, B,, C, e D, as quantidades de cpps de n das classes A, B, C e D, respectivamente. Veja que P, = A, +
B, + C, + D,,. Porexemplo, 4, =1,B,=1,C, =0e D, = 0.
b) Classifique todas as cpps de 4 que vocé listou no item a e indique os valores de A,, B,, C, € D,.
Agora, considere as seguintes associacdes entre cpps de n e cpps de n + 2: tome uma cpp de n e faca, se possivel, as seguintes
operacoes:

I: adicione dois novos termos, ambos iguais a 1: o primeiro e o Ultimo. Por exemplo, (1;4; 3;2;5) - (1;1;4;3; 2;5; 1).

Il: some 1 ao primeiro termo e ao Ultimo; caso a cpp tenha sé um termo, some 2 a esse termo. Por exemplo,
(1;4;3;2;5) > (2;4;3;2;6) e (4) — (6).

I1I: se o primeiro termo é 1, somar 2 ao Ultimo termo. Por exemplo, (1;4;3;2;5) = (1;4;3;2;7) e (1;4;3;2;1) -
(1;4;3;2;3).

IV: se o Gltimo termo € 1, somar 2 ao primeiro termo. Por exemplo, (3;1;1) - (5;1; 1) e (1;4;3; 2; 1) — (3;4; 3; 2; 1).

c) Complete a figura a seguir, em que colocamos na fila superior as duas cpps de 2 e na fila inferior seis espacos para vocé colocar
as cpps de 4. Na figura, indique usando flechas, como nos exemplos anteriores, as associa¢fes entre as cpps. Indique nas flechas
qual operacéo (I, Il, 111 ou IV) foi usada. Vocé deve copiar sua figura na folha de respostas.

L1 (2)

d) A partir das operacdes, explique por que 4,,,, = B, € B,,, = B, para todo n par comn > 2.
Veja que dos resultados do item d e de A, = B, podemos afirmar que A, = B, paratodo n par comn > 2.
e) Encontre expressdes para C,, € Dy, Usando 4,,, B,, C,,, D, e B, (ndo necessariamente vocé usara todos).

f) Encontre uma relacdo entre P, e P, para todo n par com n > 2 e a partir dela encontre uma expressdo fechada para P,,,. Sua
expressdo ndo deve ter reticéncias.

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Dados dois inteiros positivos a e b, 0 maximo divisor comum de a e b (mdc(a, b)) é o maior inteiro positivo que é divisor de
ambos e 0 minimo mdaltiplo comum de a € b (mmc(a, b)) é 0 menor inteiro positivo que € multiplo de ambos. A seguinte relagao
conecta os valores do mdc e do mme.

mdc(a,b) - mmc(a,b) =a-b
Veremos uma demonstracdo interessante dessa relagao.



Vamos estudar um exemplo numérico. Seja a = 12 e b = 8. Considere um retangulo 12 x 8 desenhado num plano quadriculado
com vértices A = (0,0), B = (12,0), € = (12,8) e D = (0,8), como mostrado nas figuras.

r— TN J ~
L L o -& L
L 3 ‘0 °
|
A. ‘ ‘ﬁ B
Figura 1 Figura 2

A diagonal AC passa por 5 pontos com coordenadas inteiras A, E, F, G e C. Construimos retangulos com lados horizontais e
verticais e diagonais ligando pontos consecutivos com coordenadas inteiras da diagonal AC. Os retdngulos possuem mesmas
dimens@es e 0 nimero k de retangulos é o mdc(12,8), veja figura 1.

Por outro lado, a area de cada retangulo com lado AB e vértices com coordenadas inteiras € numericamente igual a um multiplo de
12 e a area de cada retangulo com lado AD e vértices com coordenadas inteiras € numericamente igual a um mdltiplo de 8. O
mmc vai ser numericamente igual @ menor area que é formada por um retdngulo com lado AB e também por um retdngulo com
lado AD. Isso acontece quando os retangulos passam pelo ponto E, como vocé pode observar na figura 2.

a) Calcule 0 mdc(12,8) e 0 mmc(12,8).
b) A partir das figuras, prove que mdc(12,8) - mmc(12,8) = 12 - 8.

Agora vamos estudar a demonstracao da relagdo. Considere um retangulo a x b com vértices A = (0,0), B = (a,0), C = (a,b) e
D = (0, b). A diagonal AC passa por k + 1 pontos com coordenadas inteiras que ordenados da esquerda para a direita sdo A, = 4,
Az, ey Ak' Ak+1 = C

Considere os retdngulos com lados horizontais e verticais e diagonais ligando pontos consecutivos com coordenadas inteiras da
diagonal AC, como visto na figura 1. Suponha que ha dois desses retangulos com dimens@es diferentes, ar X br e as X bs, com
r < s. Se posicionarmos o ar X br dentro do as X bs fazendo coincidir o vértice inferior esquerdo, entdo teriamos um novo
ponto com coordenadas inteiras na diagonal. Isso é uma contradi¢do. Podemos concluir que todos os k retdngulos possuem
mesmas dimensdes a, X b.

c) Prove que k é um divisor comum de a e b. Prove também que se houvesse um divisor comum maior que k, entdo haveria um
ponto com coordenadas inteiras em AC entre A, e A,. Dessa forma, concluimos que k é o mdc(a, b).

Dica: vocé pode utilizar um argumento similar ao que usamos no paragrafo anterior.

Vamos chamar de retangulos horizontais os retangulos com lado AB no interior do retangulo ABCD que possuem vértices com
coordenadas inteiras e de retangulos verticais os retangulos com lado AD no interior do retangulo ABCD e vértices com
coordenadas inteiras. As areas dos retangulos horizontais sdo sempre nimeros multiplos de a e as areas dos retangulos verticais
s8o sempre ndmeros maltiplos de b.

d) Suponha que um retdngulo horizontal H tem &rea igual a um retangulo vertical V. Suponha que as dimensdes de H sdo a X s
de V sdo r x b. Prove que o ponto de coordenadas inteiras P = (r, s) est& na diagonal AC.

e) Os retangulos H e V possuem &rea minima quando P = A, = (ay, by) € 0 valor da area é o mmc(a,b). Usando as areas
minimas de H e V, a quantidade k de retangulos e area do retangulo ABCD; prove que mdc(a, b) - mmc(a,b) = a - b.

PROBLEMA5 -
Considere trés retas verticais r, s e t. A distancia entre r e s é k, adistanciaentre se t é £ e adistanciaentreretém =k + 4.
Nesse problema, encontraremos a medida do lado de um tridngulo equilatero que tem um vértice em cada uma dessas trés retas.
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Seja ABC o triangulo que desejamos encontrar, com A € r, B € s e C € t. Podemos escolher o ponto A qualquer e vamos supor
que os pontos B e C estdo acima do ponto A como na figura. Casos em que B e C ndo estdo ambos acima de A podem ser tratados
de modo similar, mas ndo faremos isto nesse problema.

Para encontrar a medida do lado do tridngulo ABC, construimos uma reta u que passa por A e é perpendicular as trés retas r, s e t.
Essa reta corta s em P e t em R. Seja M o ponto médio de PR e seja Q o ponto medio do segmento BC (sim, nesse momento nés
ndo sabemos onde estd o Q).

a) Justifique por que o quadrilatero AQCR é ciclico.

Um quadrilatero convexo XYZW é ciclico quando existe uma circunferéncia que passa pelos seus quatro vertices. Pode-se provar
que XYZW é ciclico quando pelo menos uma das igualdades a seguir é verdadeira:

2XYZ + £ZWX = 180°; 2YZW + +£WXY = 180°(angulos internos opostos somam 180°)
LXZY = £XWY; 2YXZ = £YWZ; 2ZXW = 2ZYW; WYX = £WZX (um lado é “enxergado” pelos outros dois
vértices sob 0 mesmo angulo)

Y

b) Prove que o tridngulo PQR é equilétero.
Vocé pode querer utilizar que se uma das igualdades listadas anteriormente for verdadeira, entdo o quadrilatero é ciclico e todas
as outras também sao verdadeiras.

A partir dos itens anteriores, podemos encontrar 0 Q a partir de P e R sem saber as posicdes de B e C. Basta construir o tridngulo

equilatero PQR, com Q do mesmo lado que B e € com relacéo a reta u.

&3
2
k2 +¢2+m?

d) Mostre que 4Q? = .

2 2 2
e) Prove que o lado de ABC é /w

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Nesse problema, vamos estudar um novo conjunto numérico: os nimeros duais. Tais nimeros sdo da forma w = a + be, com a e
b reais, em que € € tal que €2 =0 e € # 0. E claro que € ndo é um namero real. Podemos entendé-lo como uma espécie de
“simbolo” com propriedades aritméticas muito interessantes, como veremos neste problema.

Para fazermos as operac¢des, somamos e subtraimos colocando € em evidéncia. J& a multiplicacdo é feita usando a propriedade
distributiva e aplicando €2 = 0, quando for necessario.

c) Mostre que MQ = —e AM =k + 2.



Por exemplo, considerando w; = 2 + 3e e w, = 3 — 4e,
o w +w,=24+3c+3-4e=2+3)+B—-4)e=5—¢;
e w—w,=2+3e-383-46)=2-3)+(B3-(-4))e=-1+7¢
o ww,=2+36)(3—4e)=2-3+2-(—4e)+36-3+3e-(—46)=6—-8c+9%—12e>=6+€—12-0=6+e.

a) O inverso de um ndmero dual w é o nimero x + ye, com x e y reais, tal que w - (x + ye) = 1. Por exemplo, para encontrar o
inverso de 2 + 3¢, fazemos

2+4+36)(x+ye) =1 2x+ 2ye + 3xe + 3ye? =1 < 2x + (B3x + 2y)e = 1.
Como 1 = 1 + Oe, identificamos 2x com 1 e 3x + 2y com 0, ou seja,

3x+2y=0 3

{ 2x =1 )
Com isso, o inverso de 2 + 3¢ € % - %e.
Agora é a sua vez! Encontre o inverso de 3 — 4e.

b) Encontre uma formula para o quadrado de a + be, com a e b reais.

Uma das aplicagbes dos numeros duais é encontrar as sombras de uma sequéncia de nimeros inteiros. Sob certas condic@es, a
sombra de uma sequéncia de inteiros também € formada por inteiros, e por isso, nimeros duais sdo Uteis para demonstrar que
algumas sequéncias sdo formadas somente por nimeros inteiros.

Para encontrar uma sombra de uma sequéncia a,,, usamos uma equacao que relaciona cada termo com alguns termos anteriores
(uma recurséo). Depois, trocamos a,, por w, = a, + b,e e obtemos uma nova recursdo para calcular b,,. Em seguida escolhemos
quantos termos iniciais forem necessarios para determinar b,,. Tal sequéncia é uma sombra de a,,.

Para ilustrar, vamos encontrar uma sombra da sequéncia (1;2;3;4;...),em que a; = 1, a, = 2, e assim por diante. Ou seja, uma
sombra da sequéncia tal que a,, = n, para n inteiro positivo.

Usaremos a recursdo a, = a,_, + 1. Trocando por w, = w,_, + 1, obtemos a, + b,e = a,,_; + b,_1€ + 1. Assim, a, =
a,_, + 1, a recursdo original; e b, = b,,_;, a recursdo para a sua sombra. Escolhendo como valor inicial um determinado b,,
obtemos a sequéncia constante (by; by; by; ... ), pois cada termo é igual ao anterior.

A sequéncia sombra obtida acima nfo tem muita graca. Mas nem tudo estd perdido! Como (n—1)(n+1) =n? -1,
2-1 X . .

Ap1Qpi1 =02 — 1S ay = Z"— é outra recursdo para (1;2;3;4;...), com a diferenca de que esta depende de dois termos
n-1

iniciais.

¢) Faga a substituicdo w,, = a,, + c,€ em w,_;w,,; = w2 — 1 e encontre uma recursao para c,,, sequéncia sombra de a,.

Dica: lembre-se que a,, = n, para n inteiro positivo.

-1 +1) . . - ~ e .
d) Prove que ¢, = %(n) é uma possivel sombra de a,. Ou seja, mostre que a expressdo algébrica apresentada satisfaz a

recursdo obtida no item anterior.

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontos

Sequéncias do tipo a,a + d, a + 2d sdo denominadas progressdes aritméticas (PA) de tamanho 3, ou 3-PA. VVocé sabia que se
pintarmos 0s nimeros inteiros positivos com r cores (uma r-coloracdo), ou seja, se atribuirmos uma dessas r cores para cada
inteiro positivo, sempre € possivel encontrar a, b e ¢ distintos em progressdo aritmética (ou seja, comb =a+dec=a+ 2d
para algum d) da mesma cor?

Esse resultado surpreendente foi demonstrado pelo matematico holandés Bartel Leendert van der Waerden em 1926 e publicado
em 1927. Vamos estudar uma demonstracdo desse resultado.

Mais especificamente, vamos provar que para qualquer r existe o namero W (r,3) tal que, para quaisquer W (r,3) inteiros
consecutivos pintados com r cores, existe uma 3-PA monocromatica (com todos os termos da mesma cor).

a) Faca uma coloracdo dos nimeros de 1 a 8 com as cores A (de azul) e B (de branco) de modo que ndo exista uma 3-PA
monocromatica.

Vamos definir algumas ferramentas. Para cada par {a, a + d} em que os dois nimeros possuem a mesma cor, chamaremos a + 2d
de foco desse par. Dizemos que s pares

{a, a4 +d 1} {ay, a, +ds}, .. {ag, as + dg}
sdo cor-focados se, a0 mesmo tempo:

e cada um deles é monocromatico;
e cada um possui uma cor diferente;
e 0s pares tm o mesmo foco, ou seja, a; + 2d, = a, + 2d, = - = a, + 2d;.

A chave para provar o resultado é o seguinte lema:



Lema: Para cada 1 <s <r, existe n(s) tal que: qualquer r-coloracdo de n(s) nimeros consecutivos contém uma 3-PA
monocromatica ou s pares cor-focados.

Vamos provar esse lema por indugdo em s. A técnica da indugdo consiste em provar para um termo inicial, no nosso caso s = 1, e
provar que se vale para um nimero, entdo vale para 0 nimero seguinte, N0 NOSSO caso provaremos que se existe n(s — 1), entéo
existe n(s).

b) Prove que n(1) = r + 1 satisfaz as condi¢des do lema para s = 1.
Suponha que existe n(s — 1) e tome m = n(s — 1). Agora considere o seguinte nimero
N =2m@*™ +1)
Provaremos que n(s) = N satisfaz as condi¢des do lema.
c) Existem quantas maneiras de colorir 2m nlmeros consecutivos com r cores?
d) Separe os N numeros {1,2,..., N} em % blocos de tamanho 2m: B; ={1,2,...,2m}, B, ={2m+12m+2..,4m}, ...,
Byjzm ={N —2m+1,N —2m + 2,..., N}. Explique por que existem dois blocos I e ] coloridos exatamente com as mesmas

cores (primeiro nimero do bloco I com a mesma cor do primeiro nimero do bloco J, segundo nimero do bloco I com a mesma
cor do segundo nimero do bloco J e assim por diante).

Seja d a diferenca entre cada termo de J e o termo correspondente em I. Podemos representar de maneira simplificada que
J=1+d.

Lembre que I tem 2m = 2n(s — 1) nimeros consecutivos. Considere 0s m menores nimeros de I, formando I'. Se I tem uma 3-
PA monocromética, entdo ja temos a propriedade desejada. Caso contrario, I’ ndo tem 3-PA monocromatica e entdo hd s — 1
pares {a,, a, + d,},{a,, a, + d,}, ..., {as_1, as_; + ds_} contidos em I' cor-focados de foco f = a; + 2d; = - = a,_; + 2d,_;.

e) Prove que os seguintes s pares formados por nimeros de I e J sdo cor-focados:
{a;,a; +d, +d},{as,a, +dy, +d}, .. {as_q, a5, +dg_y +d} e {f,f +d}
Vocé deve provar que cada um € monocromatico, as suas s cores sdo distintas, e que possuem todos 0 mesmo foco.

f) Prove que se encontrarmos r pares cor-focados {a,,a; + d,},{a,, a, +d}, ..., {a,, a,.+d,}, entdo temos uma 3-PA
monocromatica. Entdo se tomarmos W (r, 3) = 2n(r) teremos uma 3-PA monocromatica com os nimeros de 1 a W (r, 3).

Com ideias similares pode-se demonstrar que existe W (r, k) e para qualquer r-coloragdo dos inteiros positivos existe uma k-PA
monocromatica, mas nao vamos estudar esse caso geral nesta prova.
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Instrucdes:
e Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.

Caso vocé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuacdes obtidas. Isso também vale para pontuacdes parciais.
¢ A duracéo da prova é de 4h30min.

¢ Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comegou a prova e o horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.

» Somente serdo aceitas resolucdes feitas a méo, a tinta ou a lapis. Solugdes digitadas em computador, por exemplo, ndo seréo aceitas.
e Em dispositivos eletronicos, os Ginicos usos permitidos sao:

(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;

(2) calculadora sem acesso a Internet.

« Néo é permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletrénico/Internet.

PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

Nesse problema, vamos estudar o produto
T 2m 3 nm
1% m+1%mr1 P

2 3 . N . .
Por exemplo, paran = 3, temos cos%cos%cos 7" Neste problema usaremos as medidas dos angulos em radianos, sigla rad. Para
converter radianos para graus usamos 7 rad = 180°.

n € Zy.

Uma maneira bem bacana de calcular esse produto de cossenos é usar um poligono regular de 2n + 1 lados inscrito em um
circulo. No caso n = 3, para o qual 2n + 1 = 7, usamos um heptégono regular. Note que um &ngulo que subtende um arco com k

1 k k . - . ~ -a A
lados mede PP 21 = ﬁ 1 < k < n. Com isso, conseguimos as seguintes relagdes nos tridngulos retangulos:
a (4
lr 1I
f b \
r' ‘l
AI Il
/ \
J \
} \
o)
L TU b/2
COS— =—
7 a

Com isso,

T 2 3t b ¢ a 1

COS7COS 7 CoSs 7 = 2a 2b 2¢ = 8

Considere o eneagono (poligono de 9 lados) regular da figura a seguir. Seja x

0 comprimento de cada lado e sejam y, z e w 0s comprimentos das diagonais
em ordem crescente.

a) Usando o tridngulo IAB, prove que cosg = yxﬁ
b) Calcule cos 2?" em funcdo de x, y, z e w. Lembre-se de indicar o tridngulo

usado e justificar as medidas do angulo e dos lados.

4 ~ . . - n
c) Calcule cos ?" em funcdo de x, y, z e w. Lembre-se de indicar o tridngulo

usado e justificar as medidas do angulo e dos lados.
d) Calcule o valor numérico de

T 2 3 4m
cosgcos ) cos 9 cos R
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PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontog

Uma equacédo de Pell é da forma x? — dy? =1 em que d é um inteiro positivo que ndo é um quadrado perfeito. Estamos
interessados em encontrar 0s valores inteiros positivos de x e y.

Pode-se mostrar que tais solugdes sio da forma (x,;y,), obtidas fazendo x, + y,Vd = (x, + yovd) , em que (xo;¥,) € a
solucdo fundamental, ou seja, com x, € y, minimos. Essa solugdo fundamental pode ser facil para alguns valores de d: por
exemplo, para d = 3, é facil notar que (2;1) é a solugdo fundamental, pois 22 — 3 - 12 = 1. Mas para outros valores de d, a
solucdo fundamental pode ser dificil de encontrar; tente, por exemplo, encontrar para d = 13. N&o é 6bvio que sempre existe uma
solucdo! (Spoiler: sempre existe.)

Uma maneira de encontrar a solucdo é usando matrizes! Mais especificamente, usamos K-matrizes, que sdo obtidas multiplicando
; n 1 N .
matrizes da forma K,, = [1 0], n inteiro postivo.

a) Apresente a K-matriz K, - K e responda: toda K-matriz é igual a K,, para um certo valor de n?
b) Calcule o determinante de K,,.

Pode-se provar que B, = [dxy 0 ;0
0 0

diretamente da segunda linha (ou coluna). K-matrizes tém varias caracteristicas, mas a que usaremos aqui é que o determinante

delas é sempre 1 ou —1 (lembre-se do item b). No nosso caso, como det(By) = dy, - Yo — X * Xo = dy2 — x2, queremos

det(Bd) = _1

] é uma K-matriz. A nossa tarefa é encontrar essa K-matriz, de onde podemos extrair (xq; vo)

Para tanto, definimos primeiro uma operacdo auxiliar: sendo M e N matrizes 2 X 2,

N 0 1
MON=MKN=M[] O]N.

Agora, comegamos com uma matriz M que ndo necessariamente é uma K-matriz: M, = [Z Cll] em que a é um inteiro positivo e

a? é o quadrado perfeito mais proximo de d. No nosso exemplo d = 13, comegamos com M, = [143 ﬂ (que ndo é uma K-
matriz).

c) O préximo passo é encontrar o inteiro positivo b tal que [1b3 ll)] O] [143 ﬂ tenha todas suas quatro entradas multiplas de

det(M,) = 13-1—4-4 = —3. Entre os valores de b que tém essa propriedade, escolha aquele em que b > 0 e tal que b2 é 0
mais préximo possivel de d = 13. Encontre esse valor de b.

78 21
21 6

Repita o procedimento, ou seja, encontre o inteiro positivo c tal que [1C3 ﬂ O] [276 Z] tem todas suas quatro entradas maltiplas

A 13 b 13 47 _ - . _[26 7
d) Se tudo deu certo, vocé encontrou [b 1] O] [ 4 1] = [ ] Dividindo essa matriz por 3, obtemos M; = [7 2].

dedet(M;) =26-2—7-7=3,comc > 0 e c? o mais proximo possivel de d = 13.

. 1 [13 ¢ 26 7 . X 2
— — I —
e) Seja M, Py [ . 1] (O] [ . 2]. Se tudo deu certo, det(M,) = 1. Quase! Para terminar, a nossa solugdo é M; = M, ©

M,. Termine a conta e encontre a solugdo fundamental de x? — 13y2 = 1.

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

Ja pegou uma calculadora e dividiu 987654321 por 1234567897 (Vocé ndo precisa fazer isso agora; a conta da
8,0000000729 ...). Isso é muito, mas muito perto de 8!

Isso ndo é coincidéncia, e vamos ver por que agora.
a) Sabe-se que para quaisquer x real e m inteiro positivo

x™m -1
14+x+x2+ - +x™1 = :
x—1
Vamos calcular S =1+ 2n+ 3n%2 + -+ (n — 1)n™ 2. Note que nS =n + 2n? + -+ (n — 1)n"™"1. Tendo essas duas contas
_op—1_ "1
em mente, mostre que S = n "

b) Encontre uma formulaparaT = (n— 1)+ (n —2)n+ (n — 3)n? + --- 4+ 2n""3 + n"2,
c) Determine S — (n — 2)T.
Se voce tiver feito corretamente, esse valor deve ser menor que T, paran = 3.

d) Para que valor de n o valor de ; reflete a divisdo de 987654321 por 123456789, justificando por que esse resultado € tdo
préximo de 8?



e) Qual é o inteiro mais préximo da divisdo de 999897969594 ...030201 por 010203040506 ...979899? Nao se esqueca de
justificar sua resposta.

999897969594...030201 _
010203040506...979899 -

Encontre o valor de k.

f) Temos que

..,00...0a ..., em que temos k zeros apds a virgula antes do primeiro algarismo ndo nulo a.

k zeros

Dica 1: pode aproximar 99 para 100 quando isso facilitar as contas.
Dica 2: numa soma ou subtracdo, se uma parcela for 100 vezes maior que a outra, vocé pode ignorar a outra.

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontos

Catan é um jogo de grande sucesso e um dos motivos é o fato de que os jogadores podem ter um tabuleiro com novas
caracteristicas a cada vez que jogam. A seguir apresentamos um tabuleiro simplificado, mostrando suas dezenove casas.

As tais “novas caracteristicas” sdo definidas em parte pela colocagdo no tabuleiro de 18 marcadores numéricos: dois para cada
namero de 3 a 11, excluindo o 7; um para 0 2 e um para 0 12. Os nimeros 6 e 8 sdo escritos em vermelho (se sua prova esta em
preto e branco, entdo os nimeros 6 e 8 estdo em marcadores cinzas) — chamaremos esses quatro marcadores simplesmente de
vermelhos — 0s demais sdo escritos em preto — chamaremos esses quatorze marcadores simplesmente de pretos. Na montagem de
um tabuleiro, uma das dezenove casas fica vazia, as outras dezoito recebem cada uma um marcador numérico obedecendo a
restricdo de que marcadores vermelhos ndo podem ser colocados em casas adjacentes, ou seja, com um lado em comum. A seguir
mostramos um exemplo de tabuleiro (simplificado) valido e um de tabuleiro invalido.

Tabuleiro valido Tabuleiro invalido

Neste problema contaremos o nimero de maneiras de colocar os marcadores vermelhos.
N6s denominamos as 12 casas externas de anel externo; temos ainda a casa central e denominamos as 6 casas restantes de anel
interno.

Dividiremos a contagem em casos levando em conta o total de marcadores em cada uma das trés regides com a seguinte notacéo:
[X,Y,Z] em que X é o nimero de marcadores na casa central (X = 0 ou X = 1); Y é o nimero de marcadores no anel interno e Z é
0 nimero de marcadores no anel externo.

Nos itens de a até e, vocé deve considerar que (isso vai simplificar a contagem®©):

— Os quatro marcadores vermelhos sdo iguais (ignore os nimeros 6 e 8 neles).

— O tabuleiro esta fixado sobre uma mesa, ou seja, ndo pode ser girado nem refletido.
O item a deve ajudar a entender as condicfes acima.



a) H& 210 maneiras de colocar os marcadores vermelhos tais que [X,Y, Z] = [0,1,3]. Justifique.

Dica: Vocé pode querer utilizar neste problema que o nimero de solugdes, com x; pertencente aos naturais, da equacéo x; + x, +

et x, zné(n+k—1
k—1

x; + 1; nesse caso, y; é natural.

). Além disso, se vocé sabe que alguma quantidade y; é positiva, vale a pena fazer a substitui¢do y; =

b) Determine o nimero de maneiras de colocar os marcadores vermelhos tais que [X,Y, Z] = [0,3,1].
c) Quantas sdo as maneiras tais que [X, Y, Z] = [0,2,2]?

d) Vamos contar as maneiras tais que [X,Y,Z] = [0,0,4], que é o nimero de maneiras de colocar 4 pegas vermelhas em um
circulo com 12 casas, sem que haja duas casas vizinhas ocupadas. Para isso:

e escolhemos os espagos entre as casas contando a quantidade de solugdes com x; natural da equacéo x; + x, + x5 + x4 =
m para um m conveniente (qual é?);

o depois, escolhemos onde colocar a primeira peca (12 maneiras) e colocamos as pecas usando as solugdes acima;

o finalmente, note que contamos repetido quatro vezes, pois a primeira peca pode ser qualquer uma das quatro pecgas
colocadas, e portanto dividimos por 4.

Com isso, quantas sdo as maneiras tais que [X,Y, Z] = [0,0,4]?
e) Qual é o total de maneiras de colocar os marcadores vermelhos?

f) Calcule a probabilidade de que, ao distribuirmos aleatoriamente os 18 marcadores numéricos no tabuleiro, 0s quatro
marcadores vermelhos ndo sejam adjacentes.

PROBLEMA 5 - Valor: 3 pontos

Neste problema, a partir de uma extensdo da definicdo de derivada (ndo se preocupe, vocé ndo precisa saber o que é isso),
demonstraremos que existem infinitos nimeros primos. (Bem legal, né? A gente aqui da OPM, acha! ©)

Seja Z;; o conjunto dos inteiros positivos, definimos a fungdo D:Z; — Z,, que chamaremos de derivada aritmética, por meio das
duas propriedades a seguir:

® D(xy) = xD(y) + yD(x) para quaisquer x, y inteiros positivos;

® D(p) = 1 paratodo p primo positivo.

Observe que:
®eD(1-1)=1-D(1)+1-D(1) < D(A)=2-D(1) & D(1) =0 e, por isso, o conjunto de chegada da fungdo deve incluir o
zero.
® D(2) =D(3) = D(5) = 1, por exemplo.
®D(4)=D(2-2)=2-D22)+2-D(2) =4.
®D(6)=D(2-3)=2-D(3)+3-D(2) =5.
®D(12) =D(2-6)=2-D(6)+6-D(2)=16¢
D(12) =D(3-4) =3-D(4) +4-D(3) = 16.
(Ainda bem! Pois, caso contrério, D ndo seria uma funcdo.)

De fato, pode-se demonstrar que, sendo n = p,*t - p,%2 - --- - p, %t a fatoracdo de n em primos:
a a a
D(n) :n.<_1+_2+ ...+_t).
P1 P2 Pt

1

Por exemplo, D(12) = D(2%-3) =12~ G + e

) =16.
Vocé pode utilizar a férmula acima para D (n) sempre que desejar em todos os itens do problema.

a) Prove que, sendo n e k nimeros inteiros positivos:
D(n*) = kn*"1D(n).
(Essa é uma das motivagdes para denominarmos D derivada aritmética.)

Entdo podemos definir L: Z} — Q. a fungdo derivada logaritmica aritmética, como L(n) = ? para qualquer n inteiro positivo.

b) Demonstre que, para quaisquer x, y inteiros positivos:
L(xy) = L(x) + L(y).
(Um bom motivo para ter logaritmo no nome de L, ndo é?)
Dica: na formula de D(n) que vimos ndo tem problema colocar alguns primos com expoente 0.



Para o préximo item nds necessitaremos da funcéo piso de x, para x real. Essa funcdo é denotada por |x] e € tal que | x| é o maior
inteiro menor ou igual a x. Por exemplo: [\/7] =1;|-n] =—-4¢e]3] =3.

c) Para todo n inteiro positivo, prove que:

e 3 B )

psn

em que 0 somatorio passa por todos os primos p com p < n.

d) A partir do item anterior conclua que L(n!) < n, para todo n inteiro positivo.
Dica 1: vocé pode querer utilizar que para —1 < x < 1 a soma da PG infinita é dada por
1

1+x+x* 4=
1-—x

Dica 2: vocé pode querer utilizar também que

P(Pl— 1)<";m(m1— 1)=nZ <m1—1_%>

p primo
psn

em que p é um primo positivo.
e) Considerando o item d, mostre que existem infinitos inteiros positivos n tais que L(n) < 2.

Agora estamos preparados para provar que existem infinitos nimeros primos. Vamos supor, por absurdo, que existe um maior
nlmero primo que denominaremos q.

f) Sendo n = p,;*1 - p,*2 - --- - p, %t & fatoracdo de n em primos, demonstre que
a;  a, a1 Inn
L(Tl) =S4 —> e —
P P2 pe q Ing

g) A partir dos dois itens anteriores, prove que existem infinitos nimeros primos.

PROBLEMA 6 —|Valor: 4 pontos

Muitos problemas de geometria métrica espacial podem ser resolvidos usando as técnicas de geometria plana. Para tanto, é
importante considerar sec¢bes que descrevam bem a figura tridimensional. Como exemplo, vamos considerar o seguinte
problema:

Seja VABCD uma piramide regular de base quadrada com vértice V e base ABCD. Um plano corta essa piramide, determinando
uma sec¢ao que € um pentagono regular KLMNP de lado 1. Calcular o volume da piramide.

1+V5
2

respectivamente, e 0 ponto Q como a interse¢do de LP com a diagonal MK . Vocé pode também usar sem provar que % =

Usaremos o fato de que as diagonais do pentdgono medem ¢ = . Vamos definir S e R como os pontos médios de NP ¢ MK,

1

F.

Um dos motivos pelos quais é melhor considerar sec¢des é que as figuras tridimensionais ndo ficam totalmente acuradas no papel
(que tem s6 duas dimensdes). Nesse problema, vamos considerar as sec¢cdes VAC, VBD e a base ABCD. Como ha simetria em
relagdo ao plano VBD o ponto R esta na se¢do VBD e o segmento BD é perpendicular ao segmento PN.



%4
0
P
M, R s
/ X
0
A 0 c D 0 S B A N B
a) Sejad = AC = BD a diagonal da base e O o centro da base. Observando a sec¢do VAC, mostre que % = g.

Quando estamos trabalhando com seccfes planas podemos usar teoremas de geometria plana, como o Teorema de Menelaus.
Suponha que uma reta corte os lados (ou prolongamentos) do tridngulo ABC em X € BC,Y € CAe Z € AB.

A
A
Y
Y
A
A
X B C X B C

O Teorema de Menelaus garante que

BX CY AZ

CX AY BZ
Vocé pode usar o0 Teorema de Menelaus nos itens a seguir sem demonstra-lo.

b) Considere a seccdo VBD, escreva a equagao obtida aplicando o Teorema de Menelaus no triangulo ROS com a reta VD.
¢) Usando os itens anteriores, determine a medida do segmento DS em fungéo de ¢ e prove que BD = ¢2.
Vocé pode querer usar o fato de que ¢ = ¢ + 1.

1 2 ¢2
e
e) Usando as propriedades do pentagono regular, determine as medidas de LS? e RS? em funcéo de ¢.

d) Vamos calcular agora a altura h = VO do tetraedro. Mostre que RS? = h? (1 —

2 6
f) Prove que h = % e conclua, mostrando que o volume da piramide é %.

A A . ;1 , 2 e o ~ A
Vocé pode querer usar que o volume de uma pirédmide é SBH, onde B é a area da base e H é a altura do vértice em relagéo a
base.

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontog

Neste problema vamos apresentar e indicar os passos da demonstragdo de um resultado muito importante na pesquisa em
combinatdria, o Lema da Regularidade de Szemerédi. Esse resultado foi obtido por Endre Semerédi na década de 70 e é usado até
hoje para obter novos resultados.

Antes de apresentar o lema precisamos de algumas defini¢des. Primeiro temos um grafo G = (V, E) é formado por um conjunto V
de vértices e um conjunto E de arestas que sdo pares ndo ordenados de vértices. Por exemplo, se V ={1,23,4} ¢ E =
{1,23,{2,3},{3,1},{1,4}} entio o grafo G = (V, E) pode ser representado por um tridngulo mais um ponto com uma aresta a mais
saindo de um vértice. Seguindo nas definicfes, para A, B < V disjuntos (sem intersecdo) denotamos por e(A4, B) o nimero de
arestas com um vértice em A e outro em B. Denotamos também a densidade do par (4, B) por
e(A,B)
d(A,B) Al 1Bl

Note que d(4, B) = 0 quando ndo ha arestas ligando A e B e d(4, B) = 1 quando ligamos todos os possiveis pares de vértices de
A com B.



Dados ¢ > 0 (geralmente imaginamos & pequeno) e 4, B c V disjuntos, dizemos o par (4, B) é e-regular se para quaisquer X c A
e Y c B satisfazendo |X| = ¢|A| e |Y| = ¢|B] vale que

|d(X,Y) — d(4,B)| < e.

Intuitivamente, todo par (X,Y) de subconjuntos com tamanho razodvel de A e B tem essencialmente a mesma densidade que o
grafo todo.

Dado o grafo G = (V, E) dizemos que uma particéo {V;, V4, ..., V,.} dos vértices de V é uma separacgao dos vértices em que cada
vértice de IV vai para exatamente um conjunto. Dizemos que uma particdo é e-regular quando |V,| < en, |V3| = |V,| =« = |V} |
e no maximo um total de k? pares ( ) ,) com1 <i < j <k ndo sdo e-regulares (ou seja, a maioria dos pares sdo e-regulares).

Agora podemos enunciar o lema.

Lema da Regularidade de Szemerédi: para todos € > 0 e m € N, existe M que depende apenas de m e ¢ tal que para qualquer
grafo G com pelo menos M vértices existe k comm < k < M de modo que G admite uma particdo e-regular V. =V, UV; U ..U V.

Para evitar se alongar demais ndo falaremos sobre o conjunto V,, nem como deixar as partes iguais. Quem quiser se aprofundar
pode pesquisar sobre essas partes depois da prova.
Para a demonstracdo deste resultado, para cada grafo G com n vértices vamos definir sobre cada particdo P = {V,, ..., V;,} um

e(v; V])

valor d,(P) que chamaremos de energia dessa parti¢do. Para cada par de conjuntos da particdo seja dz( f ]) TETEER
J

Defina d,(P) como

vy,
o= Y amn= Y Wi,y

n
1<i<js<k 1<i<jsk
a) Prove que d,(P) < 1.

Uma particdo P’ é chamada de um refinamento de uma particdo P se cada conjunto da particdo P é a unido de conjuntos da
particdo P’. Vamos provar que d,(P") = d,(P) sempre que P’ for um refinamento de P.

Para isso basta fazer um refinamento de cada vez, entdo considere que o conjunto V; = X UY com X e Y disjuntos. Vamos
comparar as energias de P = {V,,V,, ..., Vy} e P' = {X,Y,V,, ..., Vi }.

b) Prove que d,(V,,V;) < d,(X,V;) +d,(Y,V;) paratodo i com2 < i < k.
c) Prove que d,(P") = d,(P).

Agora vamos estudar o que acontece num par que nao é e-regular. Seja (X,Y) um par de alguma particdo eu ndo € e-regular. Pela
definicdo existem conjuntos X; e Y; com |X;| > ¢|X| e |Y;| > €|Y] tais que |d(X;,Y;) — d(X,Y)| > €. Considere os refinamentos
USB.ndO Xl’ X2 =X \Xll Y1 e Y2 =Y \ Yl'

d) Prove que

XY,
gt < Z Ltdl s'(d(xr,ys)—d(x,y))z.
1=<r,s<2 |X||Y|

e) Usando o item anterior prove que

z XISy Y,)? = d(X, V)2 + e*.
[X|1Y] "

Agora vamos para o seguinte lema.
Lema: Seja G = V(V, E) um grafo com n vértices e seja P = {V,, ..., V;,} uma particdo de V que ndo é e-regular. Entdo existe um
refinamento P’ de P tal que valem as seguintes afirmacdes

i.  dy(P") =d,(P) + €5

ii. |P'| < k- 2F71,

Vejamos como provar esse lema. Para cada par (Vl, ) que ndo é e-regular podemos encontrar V;/ c V; e V’ c V; com |V/| =

elvil, [V/| = e|vj| e |d(V/, V) — d(Vi, ;)| > e. Podemos definir ;) = v/, v/ = v\ v/, V" =V, V¥ =V;\V/ e usar
neles o resultado obtido no item e. Porém nao vamos refinar apenas um par, mas todos os pares de uma vez. Para cadaicom1 <
i < k, defina a particdo W; = {Wi_l,..,Wi_ki} de V; na qual para cada W € W; vale que u,v € W se, e somente se, para todo j # i
talque 1 <j<kvaleuve Vl'j ou u,v € Vz'j Ou seja, cada W consiste nos elementos de V; que estiveram juntos em toda

divisdo de V; e V; quando ( f J) nao é e-regular. O refinamento P’ de P é induzido pelas particbes W;.

f) Prove que para cada i temos k; < 2%~ e |P'| < k- 2k71,




Veja que temos

GEY= DD (Wi W)

1si<jsk 1srsk; 1ss<k;

g) A partir disso, prove que

417 A |17 e

wrrs 3 1A 5 WL

—_ " villv;|
1<i<j<k 1<r,s<2

Nesta expressao nos pares (V;, V;) que sdo e-regulares podemos tomar Vi” =V;e Vj“' =V.

h) Prove que d,(P') = d,(P) + £°. Lembre-se que se uma particdo ndo é e-regular, entdo mais que sk? pares (Vi,Vj) ndo sdo ¢-

regulares. Considere nesse item que cada V; tem % vértices.

i) Explique por que para qualquer £ o nimero de refinamentos em parti¢des que ndo sdo e-regulares é finito e conclua que os
refinamentos chegardo numa particdo e-regular.



