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Instrucdes:
e Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.
Caso vocé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuagdes obtidas. Isso também vale para pontuagdes parciais.
e A duragdo da prova é de 4h30min.
e Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comegou a prova e 0 horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.
e Somente serdo aceitas resolucdes feitas a mao, a tinta ou a lapis. Solugdes digitadas em computador, por exemplo, néo serédo aceitas.
e Em dispositivos eletronicos, os Ginicos usos permitidos séo:
(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;
(2) calculadora sem acesso a Internet.
¢ Ndo é permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletrénico/Internet.

PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

No Campeonato Argentino de Futebol Masculino, o rebaixamento da primeira para a segunda divisdo é decidido da seguinte
forma: para cada time, a média de pontos por jogo nos Ultimos trés anos é calculada, e os times com as menores médias sdo
rebaixados. Os jogos que entram no célculo dessa média sdo os da primeira divisdo do Campeonato Argentino e os da Copa da
Liga Profissional.

Por exemplo, o Racing, campedo argentino de 2018/2019, obteve 55 pontos em 2016/2017, 45 pontos em 2017/2018 e 57 pontos
em 2018/2019, obtidos em um total de 82 jogos. Com isso, sua média de pontos por jogo das trés temporadas foi

55+45+57
— = 1,915.

a) Na mesma temporada de 2018/2019, o campedo da Copa Argentina (que na época ndo entrava na média), o Tigre, obteve 31
pontos em 2016/2017, 24 pontos em 2017/2018 e 36 pontos em 2018/2019, obtidos em um total de 82 jogos. Apesar de nunca ter
terminado entre os quatro Gltimos nos trés anos (24° de 30 em 2016/2017, 24° de 28 em 2017/2018, 9° de 26 em 2018/2019), o
Tigre foi um dos quatro times rebaixados naquela temporada. Calcule a média de pontos por jogo do Tigre.

Na temporada 2021/2022, o Vélez Sarsfield esta em penultimo lugar do Campeonato Argentino, cada time vai jogar mais 10
jogos, e o regulamento prevé dois rebaixados. Nesse momento, os dois clubes com menores médias sdo o Patronato, com um total
de 94 pontos em 93 jogos, e Aldovisi, com 99 pontos em 93 jogos.

b) Calcule as maiores médias possiveis que Patronato e Aldovisi podem obter se ambos vencessem os Ultimos 10 jogos.
Lembrando que no futebol, cada vitoria vale 3 pontos, cada empate vale 1 ponto e cada derrota vale 0 ponto.

c) O Vélez Sarsfield tem um total de 139 pontos em 93 jogos. Calcule a menor média possivel que o clube pode obter e mostre
que é impossivel que o VVélez Sarfield seja rebaixado nesta temporada.

PROBLEMA 2 —Valor: 3 pontos

Nesta questdo falamos sobre apostas esportivas, mas apenas pela matematica envolvida. Lembramos que apenas maiores de
idade podem fazer apostas.

Este é um ano de Copa do Mundo e é comum as pessoas fazerem apostas ou participarem de boldes envolvendo os resultados do
torneio. De fato, atualmente, é comum os fas apostarem em sites especializados. Uma ideia que parece fazer sentido é: vou
apostar em todos os times, ganharei de qualquer jeito! Neste problema, veremos que essa ideia ndo € tdo boa quanto parece.
Inicialmente, vamos entender como os sites costumam publicar o quanto eles pagam por valor apostado. Para isso vamos precisar
do conceito de chance (odds: chances em Inglés). Sendo s o nimero de sucessos (resultados favoraveis) e n 0 nimero de
resultados possiveis, a chance do evento é (n — s)/s. Costuma-se ler: a chance é n — s para s. Observe que n — s corresponde ao
numero de fracassos (resultados desfavoraveis).

Por exemplo, ao lancarmos um dado padréo de seis faces, a chance de obter a face com o nimero 6 é 5/1 (lemos 5 para 1). Ha 5
resultados desfavoraveis (as faces com os nimeros 1, 2, 3, 4 e 5) e apenas um favoravel (a face com o 6). Observe que 5/1 = 5,
mas escrevemos a chance sempre na forma de fragdo. Quando a fracdo é redutivel, é usual simplifica-la. Por exemplo a chance de
tirar 1 ou 2 em um dado de seis faces é 4/2 = 2/1 (lemos 2 para 1).

a) Calcule a chance de obter um niimero par ao lancar um dado padréo de seis faces?

nimero de sucessos s

A probabilidade p de um resultado favoravel ¢ igual a , OU seja, pode ser calculada pela formula p =

numero de resultados possiveis n
Podemos relacionar a chance c e a probabilidade p usando o seguinte desenvolvimento.
(n—s) n s
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Logo, por meio da formula ¢ = Tp’ sabendo ¢ podemos calcular p e vice-versa.
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b) Um site de apostas afirma que o Brasil é favorito para a Copa (oba!) e a sua chance de ser campedo é 9/2. Calcule a
probabilidade de o Brasil vencer a Copa segundo este site.

¢) Faga o “inverso” do que foi feito acima, ou seja, escreva uma férmula que tenha de um lado apenas o p e do outro uma
expressdo em termos de c.

As chances fornecidas pelos sites de apostas também indicam quanto eles pagam para as pessoas que acertam seus prognosticos
esportivos. Quando um site diz que a chance do Brasil na Copa é 9/2, isso também quer dizer que, para cada 2 reais apostados na
vitéria do nosso pais, um acertador, além de receber os 2 reais de volta, receberia 9 reais. Ou seja, receberia 11 reais de prémio
para cada 2 reais apostados.

d) Em outro site de apostas, encontramos que a chance da Costa Rica na Copa é 750/1. Quem apostar 100 reais na Costa Rica
recebe quanto no total se ganhar a aposta?

Otimo! Estamos prontos agora para entender como 0s sites de apostas conseguem ter lucro. Antes de comecar a explicacéo, vale a
pena notar que é normal nos sites termos chances que tem 1 como denominador, pois é uma forma mais simples de indicar quanto
eu terei de lucro por real apostado se ganhar. Exemplificando, como 9/2 = 4,5/1 para cada R$1,00 apostado temos R$4,50 de
lucro se o Brasil for hexa (©).

Suponha a tabela a seguir forneca as chances de cada equipe na Ashes Cricket Series, uma competicdo bienal de criquete entre
Australia e Inglaterra (vamos variar um pouco nossos esportes).

Pais Chance
Austrélia | 0,65/1
Inglaterra | 2,30/1

Empate | 4,50/1

e) Quanto seria necessario apostar na Australia, aproximadamente, para receber 100 reais no total no caso de vitéria deste pais?
Observe que nédo é para ter um lucro de 100 reais, € para receber 100 reais ao todo pela aposta.

f) Se um jogador quiser garantir 100 reais no total ndo importando o resultado da competicdo, quantos reais aproximadamente ele
teria que apostar ao todo? Observe que ele teria que fazer apostas na Australia na Inglaterra e no empate para assegurar o
recebimento.

Observagéo: esse valor é maior do que 100 reais.

Pronto! Esse exemplo reforga que os sites tomam cuidado para ndo ser possivel ganhar dinheiro apostando em todas as
possibilidades. Porém, quem sabe, se olharmos todos os sites e escolhermos 0s que pagam mais por cada opgdo? Serd que é
possivel ter lucro assim? Isso é bem raro, mas pode acontecer e é chamada oportunidade de arbitragem (essa arbitragem néo tem
nada a ver com o juiz do futebol).

Vejamos se hd uma oportunidade de arbitragem para o primeiro jogo do Brasil na Copa, contra a Sérvia. Temos, na tabela abaixo,
a chance em varios sites:

Sites A B c|] o E F G H |
Brasil | 23/50 | 4/9 [1/2 ] 4/9 | 4/9 | 4/9 | 4/9 | 2/5 | 2/5
Empate | 33/10 | 10/3 | 3/1 [ 10/3 | 13/4 | 16/5 | 31/10 | 14/5 | 3/1
Sérvia | 26/5 | 6/1 | 6/1| 6/1 |59/10 | 6/1 | 11/2 | 5/1 | 11/2

g) Para cada um dos 3 resultados, identifique qual (ou quais) dos sites paga o maior valor por aposta. Para cada resultado pode
haver mais de uma resposta.

h) Escolhendo os sites que pagam melhor, quantos reais, aproximadamente, seriam necessarios apostar para garantir 100 reais no
total, ndo importando o resultado do primeiro jogo do Brasil na Copa?

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

O Paradoxo de Braess € a observagdo de que adicionar uma ou mais vias em uma rede rodoviéria pode tornar o trafego médio
mais lento. Também é verdade que se uma via for retirada o tempo médio de deslocamento pode ser menor. Esse paradoxo foi
descoberto pelo matematico aleméo Dietrich Braess em 1968.

Embora pareca contraditorio (por isso é chamado de paradoxo ©), isso ja aconteceu em situagdes reais: em 2009 alguns trechos da
Broadway, na cidade de NY, foram fechados e os congestionamentos em vias alternativas se tornaram menores. De fato,
chegaram a cair 40% em alguns casos.

Veremos aqui um exemplo tedrico que pode ajudar a entender a existéncia deste paradoxo.

Suponha que temos um fluxo constante de 4000 carros por hora indo do INICIO até o FINAL no diagrama a seguir. Ha dois
trechos que demoraram 45 minutos para serem percorridos e outros dois que demoram % minutos para serem percorridos, em

que n é 0 nimero de carros passando naquele trecho por hora.



a) Se todos 0s 4000 carros optassem por seguir pelo caminho passando por A, qual seria o tempo médio de cada carro para ir do
INICIO até o FINAL?

Chamamos de equilibrio quando todos os caminhos possiveis tém, em média, a mesma duragdo. Ou seja, no nosso exemplo, 0s
4000 carros se dividem pelos dois caminhos (por A e por B) e demoram o mesmo tempo para ir do INICIO até o FINAL.

b) Suponha que a rede chega em um equilibrio. Quantos carros passariam por A por hora? Qual seria o tempo médio de cada carro
do INICIO até o FINAL?

Suponha que uma nova via seja adicionada e que seja possivel ir de A até B em 10 minutos.

¢) Considere que 2000 carros sigam a via que vai do INICIO para A. Considere ainda que um Unico motorista dentre os 2000
siga, entdo, pela nova via que vai de A para B. E que, chegando em B, ele se junte aos 2000 que optaram por seguir pela via que
vai do INICIO para B. Mostre que este motorista leva menos de 51 minutos para ir do INICIO até o FINAL.

Se vocé fez as contas direitinho nos itens anteriores, a constru¢do da nova via parece ter sido uma excelente decisdo para melhorar
o transito. Nas proximas perguntas, o paradoxo vai aparecer.

A nova rede rodoviéria terd um novo equilibrio e teremos quantidades n,, n,, ns, n, e ng passando por hora em cada trecho como
mostrado na figura a seguir. (Observe que abaixo NAO estdo indicados os tempos para fazer os trajetos, como nos diagramas
anteriores. Estdo representados os nimeros de carros por cada uma das vias.)

d) Nesse novo equilibrio cada uma das trés formas de ir do INICIO até o FINAL levara o mesmo tempo médio. Escreva
expressdes utilizando as variaveis n,, n,, ns, n, € ng para 0s tempos em minutos em cada uma das trés formas.

e) A partir das equacdes do item anterior, prove que n, = ng = 3500.

f) Observando que todos os carros partem do INICIO, obtemos que n; + n, = 4000. Como todos os carros que chegam por A
devem sair, n; = n, + n;. Escreva as equagdes correspondentes para B e para FINAL.

g) Levando em conta os itens d, e e f, encontre os valores de n,, n; e n,.

h) Conclua calculando, nessa nova situacio de equilibrio, qual é o tempo médio de cada motorista do INICIO até o FINAL? Se
tudo correu bem, aqui aparecera o paradoxo, ou seja, apesar de ter sido construida uma nova via, o tempo médio aumenta.

PROBLEMA 4 — Valor: 3 pontog

Dizemos que um namero inteiro positivo n é fofo se n = a + b + c em que a, b e ¢ séo inteiros positivos com a < b < c e tais
que a € um divisor de b e b é um divisor de c¢. Por exemplo, 10 é um nimero fofo, pois 10 =1+3 + 6 e 1 é divisorde 3 e 3 é
divisor de 6.

a) Determine o menor nimero fofo. N&o se esqueca de justificar sua resposta, ou seja, vocé deve mostrar que tal nimero é fofo e
0s menores do que ele ndo sao.

b) Verifique que 9, 11 e 2023 sédo fofos. Ou seja, para cada um desses trés ndmeros encontre inteiros positivos a, b € ¢ com
a < b < c, tais que a é um divisor de b e b é um divisor de c, e cuja soma seja 0 nimero.

¢) Quais nimeros impares ndo sdo fofos? Lembre-se de justificar sua resposta.

d) Verifique que 2022 e 2024 sdo fofos.

e) Demonstre que se n é fofo, entdo 2n também é fofo.

f) Todo nimero inteiro positivo n pode ser escrito na forma n = 2% - b em que a é natural e b € um namero impar. Por exemplo:
12=122-3;16=2%-1;5=2°-5.

Prove que se o inteiro positivo impar b é fofo, a é natural e n = 2% - b, entdo n é fofo.

g) Verifique que 16 e 48 sdo fofos.

h) Determine o maior nimero que ndo é fofo. Ou seja, vocé deve provar que este nimero ndo é fofo e que todos os maiores do que
ele sdo.



PROBLEMA 5 - Valor: 3 pontog

Diego Rattaggi (@diegorattagi) € um matematico que usa o Twitter para divulgar problemas e resultados matematicos
interessantes. Vamos ver um desses problemas o qual foi postado no dia 28 de abril de 2020.

O quadrado central na figura a seguir possui area 4. Ha 4 quadrados construidos ao redor do quadrado central cada um com um
vértice em comum com o quadrado central e 3 outros pontos que sdo vértices comuns de dois desses quadrados, como podemos
ver na primeira figura a seguir.

O segmento de reta ligando dois vértices inferiores de dois dos quadrados é paralelo ao lado inferior do quadrado central e possui
comprimento x. Qual é o valor de x? Calma! Veremos como calcular esse valor passo a passo! Primeiro vamos dar nomes aos
pontos. O quadrado central serd ABCD, os vértices comuns dos quadrados F, G e H e 0 segmento de medida x serd denominado
El,comEI || AB.

Prolongamos os lados do quadrado e tragamos retas paralelas aos lados pelos pontos F, G e H marcando os pontos J, K, L, M, N,
0, P e Q como mostrado na figura a seguir.

N G
. |
C
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X 37?
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a) Calcule o lado do quadrado ABCD.

b) Explique por que m(QAI) = m(PAH), Al = AH e m(AIQ) = m(AHP).

Apos provar as igualdades de angulos e a de segmentos podemos concluir que os triangulos AQI e APH sdo congruentes pelo caso
de congruéncia ALA.

c) Prove que os tridngulos DOH e DNG séo congruentes usando o caso de congruéncia ALA.

d) Prove que os triangulos BJE e BKF sdo congruentes.

e) Suponha que a medida do segmento JE é y. Prove que a medida do segmento NG é 4 — y.

f) Determine a medida x do segmento IE.

PROBLEMA 6 — Valor: 4 pontog

Para quem gosta de problemas mateméticos é muito comum se deparar com enigmas japoneses.

Um desses enigmas consiste em particionar o conjunto dos nimeros naturais de 1 a 60 em 30 subconjuntos de 2 ndmeros de
modo que a diferenca entre 0 maior e 0 menor nimero em cada subconjunto seja igual a 1 ou 10 a partir de alguns subconjuntos ja
determinados.

a) Se dois dos subconjuntos séo {1; 11} e {59; 60} indique uma maneira de completar os 30 subconjuntos.

Listar cada subconjunto de nimeros pode ser bastante trabalhoso e complicado. Uma forma diferente de fazer isto é representar os
subconjuntos usando pares de casinhas no tabuleiro 6 X 10 a seguir, em que cada ndmero natural de 1 a 60 ocupa uma casinha.
Veja que o conjunto {1; 11} pode ser representado pelo domino vertical 1 X 2 no canto superior esquerdo e o conjunto {59; 60}
pelo dominé horizontal no canto inferior direito. O tabuleiro foi pintado com cores alternadas de modo que duas casinhas com um
lado em comum possuam cores diferentes.



1 2 3 el 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 | 15 16 | 17 18 19 20

21 22 23 24 26 | 27 | 28 | 29 | 30

[
L

31 32 33 34 | 35 36 37 | 38 St 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | a7 | 48 | 49 | 50

51 52 53 54 | 55 56 57 | 58 59 60
|

b) Praticamente todos os subconjuntos de 2 nimeros com diferenga 1 ou 10 de {1,2,...,60} formam dominds horizontais ou
verticais no tabuleiro. Indique todos os subconjuntos que sdo exce¢do, ou seja, a diferenca entre 0 maior e 0 menor nimero no
subconjunto é 1 ou 10, porém tal par de nimeros ndo forma um dominé horizontal ou vertical no tabuleiro acima.

c) Se dois conjuntos sdo {10; 11} e {20; 30}, qual é o nimero que forma o subconjunto com o 41? Nao se esqueca de que vocé
deve justificar suas respostas.

d) Existem maneiras de determinar trés subconjuntos de 2 nimeros que tornam impossivel completar a tarefa de formar os 30
subconjuntos com diferencas 1 ou 10. Indique uma dessas maneiras e explique por que é impossivel formar os 30 subconjuntos.

PROBLEMA 7 —Valor: 5 pontos

Dado um ndmero inteiro positivo n, calcule a soma dos quadrados de seus digitos. Sendo n, tal soma, calcule a soma dos
quadrados dos digitos de n,. Sendo n, tal soma, calcule a soma dos quadrados dos digitos de n,. E assim sucessivamente.
Dizemos gue 0 n € um ntmero feliz, se apds k iteracdes, obtivermos n, = 1. Por exemplo, o nimero 7 é feliz. VVejamos:

12 Iterac&o: o Unico digito de 7 é o proprio 7 e 72 = 49.

22 Iteracéo: os digitos de 49 sio 4 e 9. 4% + 92 = 97.

32 Iteracéo: os digitos de 97 sio 9 e 7. 92 + 72 = 130.

42 Iteracdo: os digitos de 130s30 1,3 e 0. 12 + 32 + 02 = 10.
52 |teracdo: os digitos de 10 sdo 1 e 0. 12+ 02 = 1.

Demorou um pouco, mas ai esta: 7 é feliz! Mas valeu a pena, pois descobrimos pelo caminho outros nimeros felizes: 49, 97, 130
e 10. De fato, como os zeros ndo tém influéncia no resultado da soma dos quadrados, 13 também é feliz. Além do 1, é claro!

Mais ainda, a ordem dos digitos ndo faz diferenca, ou seja, 94, 79, 31, 301 e 3010 s&o exemplos de nimeros felizes.

a) 3 é um numero feliz? E 0 19? 23 é?

b) Determine dois nimeros felizes consecutivos maiores do que 2021.

Dizemos que a altura de um nimero feliz é o nimero de iteragGes para chegar a 1. Por exemplo, a altura do nimero feliz 7 é 5.
973 noves

c) Qual é a altura do nimero feliz 356? E de 78999? E de 378899...9? (Observe que este Ultimo apresentado possui 977
digitos.)

Se vocé ndo errou contas no item anterior, deve ter percebido que é ndo é tdo complicado obter nimeros felizes cada vez de maior
altura aproveitando numeros cuja altura é conhecida e montando nimeros cheios de 9°s para obter alguma soma de digitos
adequada.

Porém isso pode ser mais simples ainda. Pense em nimeros formados apenas por digitos 1. Por exemplo, 1.111.111, cuja soma
dos quadrados dos digitos € 7, € um nimero feliz de altura 6.

d) Explique como obter um nimero feliz de altura 10. N&o precisa exibir o nimero, ele sera ENORME! Apenas explique como
obté-lo.

Podemos verificar (mas ndo vamos fazer isso agora) que 129, 130 e 133 sdo ndmeros felizes. Observando que 130 — 129 =1e
133 — 129 = 4, podemos construir uma sequéncia de trés nimeros consecutivos felizes. Vamos ver como!

— Tomemos um ndmero cuja soma dos quadrados dos seus digitos € 129, e.g., 188.

— Acrescente um zero ao seu final: 1880 (Calma! Isso ja vai fazer sentido.)

— Como as diferencas entre as somas dos numeros felizes originais sdo 1 e 4, 1880, 1881 e 1882 sdo trés numeros felizes
consecutivos. Te juro que, sem esse truque, isso € bem dificil de encontrar!

e) Considerando ainda que 193 (ndo precisa verificar) também é um nimero feliz, apresente quatro nimeros felizes consecutivos.
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PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

A Esperanca Pitagérica é uma férmula criada por Bill James (historiador, estatistico e especialista em beisebol) para estimar a
porcentagem de jogos que uma equipe de beisebol deveria vencer em uma temporada baseado no nimero de corridas que a equipe
fez e quantas ela sofreu (vocé ndo precisa entender de beisebol para resolver o problema, nés mesmos da OPM ndo entendemos ©
—viva a Wikipédia!):

o (corridas feitas)?
% de Vitdrias =

(corridas feitas)? + (corridas sofridas)?
O nome é fruto da semelhanga do denominador da férmula com o Teorema de Pitagoras.

Por exemplo, em 2012, o New York Yankees fez 804 corridas e sofreu 668 corridas. Entdo, de acordo com a férmula de Bill
James:

, 8042
% de Vitérias = m =0,5916 ...

Como séo 162 jogos na temporada regular, a férmula previa 0,5916 ...- 162 = 96 vitdrias. De fato, foram 95 vitorias. Nada
mad...

a) O New York Mets (o outro time da cidade de Nova lorque) fez 636 e sofreu 668 corridas em 2021. Aplicando a formula da
Esperanga Pitagdrica, qual o nimero de vitdrias esperado para a temporada? Curiosidade: a formula acerta em cima. Muito bom...

b) Qual deve ser a razdo entre o nimero de corridas feitas e 0 nimero de corridas sofridas para a férmula prever 64% de vitorias
em uma temporada?

Uma possivel explicagdo para a formula segue de duas hipéteses:
(i) o numero de vitdrias de uma equipe de beisebol € proporcional a sua “qualidade”;
(i1) a “qualidade” de uma equipe pode ser medida pela razdo entre o nimero de corridas feitas pelo nimero de corridas sofridas.

Por exemplo, se o time A fez 50 corridas e sofreu 40, sua medida de qualidade seria i—g = 1,25. A medida de qualidade para seus

. . .40 - - - N -
oponentes, considerados coletivamente, seria o= 0,8. Se cada equipe vence em uma quantidade proporcional & sua qualidade, a
1,25

porcentagem de vitérias de A seria .
1,25+0,8

c) Sendo n nimero de corridas feitas e m o nimero de corridas sofridas, mostre que podemos concluir pelo argumento acima que:

n2

% de Vitdrias = ——
nz+m

Ou seja, complete a explicacdo para a férmula da Esperanga Pitagérica.

PROBLEMA 2 - Valor: 3 pontog

O Paradoxo de Braess é a observagdo de que adicionar uma ou mais vias em uma rede rodoviaria pode tornar o trafego médio
mais lento. Também é verdade que se uma via for retirada o tempo médio de deslocamento pode ser menor. Esse paradoxo foi
descoberto pelo matematico alemao Dietrich Braess em 1968.
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Embora pareca contraditorio (por isso é chamado de paradoxo ©), isso ja aconteceu em situagdes reais: em 2009 alguns trechos da
Broadway, na cidade de NY, foram fechados e os congestionamentos em vias alternativas se tornaram menores. De fato,
chegaram a cair 40% em alguns casos.

Veremos aqui um exemplo tedrico que pode ajudar a entender a existéncia deste paradoxo.

Suponha que temos um fluxo constante de 4000 carros por hora indo do INICIO até o FINAL no diagrama a seguir. Ha dois
trechos que demoraram 45 minutos para serem percorridos e outros dois que demoram ﬁ minutos para serem percorridos, em

que n é o0 nimero de carros passando naquele trecho por hora.

a) Se todos os 4000 carros optassem por seguir pelo caminho passando por A, qual seria o tempo médio de cada carro para ir do
INICIO até o FINAL?

Chamamos de equilibrio quando todos os caminhos possiveis tém, em média, a mesma duragdo. Ou seja, no nosso exemplo, 0s
4000 carros se dividem pelos dois caminhos (por A e por B) e demoram 0 mesmo tempo para ir do INICIO até o FINAL.

b) Suponha que a rede chega em um equilibrio. Quantos carros passariam por A por hora? Qual seria 0 tempo médio de cada carro
do INICIO até o FINAL?

Suponha que uma nova via seja adicionada e que seja possivel ir de A até B em 10 minutos.

¢) Considere que 2000 carros sigam a via que vai do INICIO para A. Considere ainda que um (nico motorista dentre 0s 2000
siga, entdo, pela nova via que vai de A para B. E que, chegando em B, ele se junte aos 2000 que optaram por seguir pela via que
vai do INICIO para B. Mostre que este motorista leva menos de 51 minutos para ir do INICIO até o FINAL.

Se vocé fez as contas direitinho nos itens anteriores, a constru¢ao da nova via parece ter sido uma excelente decisdo para melhorar
o transito. Nas proximas perguntas, o paradoxo vai aparecer.

A nova rede rodoviéria tera um novo equilibrio e teremos quantidades n,, n,, ns, n, € ng passando por hora em cada trecho como
mostrado na figura a seguir. (Observe que abaixo NAO estdo indicados os tempos para fazer os trajetos, como nos diagramas
anteriores. Estdo representados os nimeros de carros por cada uma das vias.)

d) Nesse novo equilibrio cada uma das trés formas de ir do INICIO até o FINAL levard o mesmo tempo médio. Escreva
expressdes utilizando as variaveis n,, n,, ns, n, € ng para 0s tempos em minutos em cada uma das trés formas.

e) A partir das equacdes do item anterior, prove que n, = ng = 3500.

f) Observando que todos os carros partem do INICIO, obtemos que n; + n, = 4000. Como todos 0s carros que chegam por A
devem sair, n; = n, + ns. Escreva as equacdes correspondentes para B e para FINAL.

g) Levando em conta os itens d, e e f, encontre os valores de n,, n; e n,.

h) Conclua calculando, nessa nova situacdo de equilibrio, qual é o tempo médio de cada motorista do INICIO até o FINAL? Se
tudo correu bem, aqui aparecera o paradoxo, ou seja, apesar de ter sido construida uma nova via, o tempo médio aumenta.

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

Diego Rattaggi (@diegorattagi) é um matematico que usa o Twitter para divulgar problemas e resultados matematicos
interessantes. Vamos ver um desses problemas o qual foi postado no dia 28 de abril de 2020.

O quadrado central na figura a seguir possui area 4. Ha 4 quadrados construidos ao redor do quadrado central cada um com um
vértice em comum com o quadrado central e 3 outros pontos que sdo vértices comuns de dois desses quadrados, como podemos
ver na primeira figura a seguir.



O segmento de reta ligando dois vértices inferiores de dois dos quadrados é paralelo ao lado inferior do quadrado central e possui
comprimento x. Qual é o valor de x? Calma! Veremos como calcular esse valor passo a passo! Primeiro vamos dar nomes aos
pontos. O quadrado central sera ABCD, os vértices comuns dos quadrados F, G e H e 0 segmento de medida x serd denominado
El,comEI || AB.

Prolongamos os lados do quadrado e tragamos retas paralelas aos lados pelos pontos F, G e H marcando os pontos J, K, L, M, N,
0, P e Q como mostrado na figura a seguir.

N G
. -
C
0 D 4 F
P B
X 37?7
I Q" JU E

a) Calcule o lado do quadrado ABCD.

b) Explique por que m(QAI) = m(PAH), Al = AH e m(AIQ) = m(AHP).

Apds provar as igualdades de angulos e a de segmentos podemos concluir que os triangulos AQI e APH sdo congruentes pelo caso
de congruéncia ALA.

c) Prove que os tridngulos DOH e DNG sao congruentes usando o caso de congruéncia ALA.

d) Prove que os triangulos BJE e BKF sdo congruentes.

e) Suponha que a medida do segmento JE é y. Prove que a medida do segmento NG é 4 — y.

f) Determine a medida x do segmento /E.

PROBLEMA 4 — Valor: 3 pontog

Para n inteiro positivo, a soma dos quadrados de seus divisores positivos é denotada por o,(n). Por exemplo,
0,(12) = 1% + 2% + 32 + 4% + 6% + 122 = 210.
a) Calcule ¢,(40).

Se p e p + 2 sdo ambos numeros primos, dizemos que formam um par de primos gémeos. Ndo se sabe até hoje se existem
infinitos pares de primos gémeos. E um dos mais famosos problemas em aberto da Matematica.
b) Suponha que p e p + 2 s&o primos gémeos. Sendo n = p(p + 2), mostre que:
o,(n) =n?+2n+5.
¢) Suponha que p é primo. Sendo n = p?, calcule o,(n) em termos de n.

Considere agora que n = ab para inteiros a e b tais que 1 < a < b < n. Seja ainda S a soma dos quadrados dos divisores de n
diferentes de 1, de a, de b e do proprio n. Entdo o,(n) = 1 + a® + b?+ n? + S.
d) Nas condigoes do paragrafo imediatamente acima, mostre que se o,(n) =n? +2n+5,entdo S=0eb =a + 2.
Dica: nesse item vocé pode querer utilizar que, como (b — a)? > 0 © b? — 2ab + a? > 0, vale a seguinte desigualdade
a’ + b? > 2ab

e) A equagdo o,(n) = n? + 2n + 5 possui outras solugdes além de n = p(p + 2) em que p € p + 2 formam um par de primos
gémeos? N&o se esqueca de que vocé deve justificar as suas respostas.



PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

Suponha que tenhamos uma mesa redonda com n lugares sem pessoas adjacentes e sem a possibilidade de colocar mais pessoas a
ndo ser que duas fiquem adjacentes. Chamamos tais distribuicdes de mesas cheias.
Por exemplo, paran = 5, temos agS maneiras a sgguir. As cadeigs pintadas degreto s80 as o%padas.

Observe que, se colocarmos apenas uma pessoa na mesa, sempre € possivel acrescentar mais uma e, portanto, a condi¢do do
problema ndo é satisfeita. Também podemos verificar que é impossivel colocar trés pessoas na mesa dentro destas condicoes.

Seja a,, 0 nimero de mesas cheias de n lugares. Acabamos de mostrar que as = 5. Temos ainda que (é facil verificar!): a, = 2,
a; =3 ea, = 2 (isso mesmo, nao é 4).

a) Calcule a,4 (dica: ndo da 6), a,, ag € aq e complete a tabela a seguir na sua folha de respostas. Nao se esqueca que vocé deve
justificar suas respostas.

a, as ay as Qe a ag 2
2 3 2 5

Vamos provar nos proximos dois itens que a sequéncia a,, satisfaz uma recursao da forma:

Ap =€ Ap_1+C3 App+C3°ap3
emquen = 5ec,, c, € cy SA0 constantes.
b) Calcule ¢, ¢, € c5.
c) Prove que a,, satisfaz a recursdo a,, = ¢; " a,_1 + ¢5 - a,_, + c3 - a,_3, paran = 5, com as constantes obtidas no item anterior.
(Super) Dica: considere que as cadeiras ttm uma numeracdo fixada como as mostradas abaixo para mesas cheias com,
respectivamente, n = 10 e n = 11 cadeiras.
Observe que é possivel, a partir dessas distribui¢fes que satisfazem as condi¢des do problema, obter uma regra que identifique
de maneira Gnica mesas cheias que satisfazem o problema para n = 13 cadeiras.
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d) Calcule a,5 € a4.

PROBLEMA 6 —|Valor: 4 pontos

Vocé ja jogou Hex? Calma! Se vocé nunca jogou, ndo se preocupe. Vamos passar as informagfes essenciais sobre o jogo para
vocé poder resolver este problema.

Hex é um jogo de tabuleiro jogado em uma grade hexagonal. O tamanho do tabuleiro pode variar, mas o mais comum é o
11 x 11. S&o dois jogadores: o primeiro joga com as pecgas pretas e 0 segundo com as pegas brancas. O tabuleiro possui 4 lados,
dois lados opostos séo pretos e 0s outros dois sdo brancos. As jogadas sdo alternadas e cada jogador na sua vez coloca uma peca
da sua cor em um dos hexagonos que nao esteja ocupado ainda. O objetivo de cada jogador é formar um caminho conectando os
lados da sua cor por meio de hexagonos com pecas dessa cor.

Nas figuras a seguir, temos dois tabuleiros 7 x 7, no primeiro ainda ndo foi feita a primeira jogada e no segundo o primeiro
jogador (o das pegas pretas) venceu. (Verifique!)

Vamos aprender uma técnica muito Util para vencer partidas de Hex: pareamento. Essa técnica consiste em montar pares de casas
ndo ocupadas do tabuleiro de modo que se 0 adversario joga em uma das casinhas, entdo o jogador usando a técnica ira jogar na
outra casinha do par.

Considere, e.g., a seguinte situacao apos 3 jogadas.



s

O primeiro jogador (pretas) pode garantir sua vitdria usando os pareamentos X e Y. Ndo importa o que segundo jogador fizer, o
primeiro poderd ocupar uma casa X e uma casa Y com pecas pretas e vencer o jogo. Vale a pena observar que se 0 jogador das
brancas ndo escolher a casa central (X) na préxima jogada, ele perde imediatamente depois.

a) Considere o tabuleiro 3 x 3 a seguir apds 3 jogadas. E a vez do segundo jogador (pecas brancas) jogar. Explique como o
segundo jogador pode garantir sua vitoria. Vocé pode indicar as casinhas das jogadas usando as letras marcadas. Pode usar tais
letras também para apresentar pareamentos.

(Observe que se as pretas ocuparem as casas indicadas por E e F ndo temos uma vitdria do primeiro jogador. Ele tera ligado os

lados brancos.)
OF .
#2620
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b) Considere o tabuleiro 3 X 3 a seguir ap6s a primeira jogada. Mostre uma maneira de o primeiro jogador (pretas) usar
pareamentos para garantir sua vitoria.

Vamos deixar 0 3 x 3 e partir para tabuleiros maiores. Para elaborar novas estratégias precisamos reconhecer que, em certas
configuracGes, podemos garantir a conexao das pecinhas pretas com o lado preto, ndo importando as jogadas do adversério. Por
exemplo, a configuragdo denominada 3 — 3 — 2 a seguir tem conexdo garantida usando os pareamentos X, Y e Z.

OC)
eeeeee

c) A configuracdo a seguir é chamada de 4 — 3 — 2. Usando pareamentos, prove que esta configuracdo tem conexdo garantida.
Considere que é a vez do segundo jogador.

Em 1943, durante uma palestra sobre o Hex, o estudante de fisica Jens Lindhard mostrou uma estratégia completa de como o
primeiro jogador pode vencer em um tabuleiro 6 x 6. Para isso, ele mostrou a jogada 1 do primeiro jogador e as possiveis jogadas
3 do primeiro jogador de acordo com a jogada 2 do segundo jogador.

d) Uma dessas configuragfes € mostrada a seguir. O primeiro jogador joga em 1, 0 segundo joga em uma das casinhas marcadas
com 2 e o primeiro joga na casa 3.



Explique por que, apds a jogada na casa 3, o primeiro jogador possui estratégia vencedora.

e) Considere que outro jogo comece com as seguintes jogadas 1, 2 e 3. Suponha ainda que a jogada 4 seja em uma das casinhas
marcadas com X. Utilizando pareamentos, prove que o primeiro jogador sempre consegue completar um caminho da casinha 1 até
a lateral superior do tabuleiro.

Ainda usando as trés jogadas iniciais do item e, suponha que o segundo jogador tente evitar a vitéria do primeiro completando um
caminho de 1 até a lateral inferior do tabuleiro. O segundo faz a jogada 4 e o primeiro responde com a jogada 5.

f) Demonstre que o primeiro jogador possui estratégia vencedora na configura¢do acima. Ou seja, que ndo importa quais sejam as
jogadas do segundo jogador, o primeiro jogador (pretas) consegue vencer.

PROBLEMA 7 - Valor: 5 pontog

Uma das sequéncias mais importantes da Matematica é a Sequéncia de Fibonacci:
F(]:O;Flzlan+2: n+1+Fn,Tl20.

Ou seja:
F2=F1+F0=1+0=1,F3:F2+F1=1+1=2,F4:F3+F2=2+1:3,etc.

Pode-se demonstrar (vocé ndo precisa fazer isso agora) que os termos da Sequéncia de Fibonacci podem ser dados pela Formula

de Binet:
V5
E, = ?(a” —B™),n=0.

1+V/5

5 ~ .z 1-
5 a chamada razdo aurea, e § =

IE

Em que a =

® ‘

Neste problema demonstraremos uma bela identidade envolvendo os nimeros da Sequéncia de Fibonacci.

a) Prove que F, 1 F,_; = EZ + (—1)", paratodon > 1.
Dica: vocé pode desejar utilizar a Formula de Binet. E lembre-se de que vocé néo precisa demonstra-la!

b) Mostre que Ef — 1 = F,,,F41F,_1F,_,, paratodon > 0.
Para o proximo item considere as sequéncias, n > 1:

F2n+3 e Fn+2
Fn+3Fn

a, =



c) Demonstre que, n = 1:

b + !
=a
i i " " bn+1
d) A partir do item c, conclua que:
1
b, =a, + 1
a, +
as +
a, + =
e) Calcule o valor de
Ff -1
Fl—1
7t 1
5
ot Fé-1
Fj +-8

N&o se esqueca de que vocé deve justificar as suas respostas.
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Instrucdes:
o Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.
Caso vocé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuagdes obtidas. Isso também vale para pontuagdes parciais.
e A duragdo da prova é de 4h30min.
e Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comegou a prova e o horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.
e Somente serdo aceitas resolucdes feitas a mao, a tinta ou a lapis. Solu¢des digitadas em computador, por exemplo, ndo serdo aceitas.
e Em dispositivos eletrdnicos, os Gnicos usos permitidos sao:
(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;
(2) calculadora sem acesso a Internet.
¢ Ndo é permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletrénico/Internet.

PROBLEMA 1 —|Valor: 2 pontos

A Esperanca Pitagérica é uma férmula criada por Bill James (historiador, estatistico e especialista em beisebol) para estimar a
porcentagem de jogos que uma equipe de beisebol deveria vencer em uma temporada baseado no nimero de corridas que a equipe
fez e quantas ela sofreu (vocé ndo precisa entender de beisebol para resolver o problema, nés mesmos da OPM néo entendemos ©
—viva a Wikipédia!):

(corridas feitas)?

% de Vitorias =
0 (corridas feitas)? + (corridas sofridas)?

O namero ¢ fruto da semelhanca do denominador da formula com o Teorema de Pitagoras.
Por exemplo, em 2012, o New York Yankees fez 804 corridas e sofreu 668 corridas. Entdo, de acordo com a férmula de Bill
James:

, 8042
% de Vitérias = m =0,5916 ...

Como séo 162 jogos na temporada regular, a férmula previa 0,5916 ...- 162 = 96 vitdrias. De fato, foram 95 vitorias. Nada
madu...

a) O New York Mets (o outro time da cidade de Nova lorque) fez 636 e sofreu 668 corridas em 2021. Aplicando a formula da
Esperanga Pitagdrica, qual o nimero de vitdrias esperado para a temporada? Curiosidade: a férmula acerta em cima. Muito bom...
b) Qual deve ser a razdo entre o nimero de corridas feitas e 0 nimero de corridas sofridas para a férmula prever 64% de vitorias
em uma temporada?

Analisando diversos conjuntos de dados, percebe-se que a formula tem um erro recorrente. Ela costuma errar por entre uma e trés
partidas. Para corrigir este erro, muitos estatisticos fizeram testes para determinar o expoente ideal.

A proposta mais conhecida é a formula de Pythagenport criada por Clay Davenport (cofundador do Baseball Prospectus):

corridas feitas + corridas sofridas
Expoente = 1,50 - log,, ( - ) + 0,45
jogos
Por exemplo, voltando ao Yankees de 2012:
804 + 668
Expoente = 1,50 - log;, (—) + 0,45 = 1,89
162
E, portanto:
804189
% de Vitdrias = =0,586...

804189 + 66818

Novamente, como sdo 162 jogos na temporada regular, a férmula previa 0,586 ...- 162 = 95. Em cheio!
A tabela a seguir mostra o nimero médio de corridas feitas por jogo por cada time nas Gltimas dez temporadas da MLB (Major
League Baseball — a principal liga profissional de Beisebol dos EUA).

Ano 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022
Média | 4,17 4,07 4,25 4,48 4,65 4,45 4,83 4,65 4,53 4,30

c) Suponha que tivéssemos que utilizar um Gnico expoente para todos os times da MLB em 2021. Considerando a tabela, calcule
tal expoente.

Dica: vocé pode querer adotar neste item que log,, 3 = 0,48.

d) Quando especialistas sugerem trocar o0 expoente 2 por outro, os valores sugeridos sempre sdo menores. O valor 1,83, por
exemplo, é o utilizado pelo excelente site baseball-reference.com

Considerando, mais uma vez, a tabela dada, justifique o porqué de os valores utilizados serem menores do que 2.
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PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontog

Um heptagono regular é um poligono de 7 lados congruentes e angulos internos congruentes. Ele aparece em uma edicéo antiga
da moeda de 25 centavos de real:

E 1 D

Considere um heptagono regular ABCDEFG de lado 1. As diagonais CG e BF se cortam no ponto P.

a) Explique por que os &ngulos ABF e GFB possuem mesmas medidas e prove que o quadrilatero ABFG ¢é um trapézio.
b) Mostre que ABPG ¢é um losango (isto €, um quadrilatero com seus quatro lados congruentes).

c) Calcule as medidas dos angulos GFB e GPF, em radianos.

d) Mostre que FP = 2 cos 27”
e) Prove que PE? =1 —8 cosgcos%ncos 47;1.

2 4 1
f) Mostre que cosgcosgcosg = —econclua que PE = V2.

41 2 seng cosg cosz77r cos477r ; .
—= = e os fatos listados a seguir.
7 2 sen;

. T 2m
Dica: cos = Cos—-cos

- A . . -2 .
e Um poligono regular com n lados tem angulos internos de medida % radianos;

e Emum tridngulo com lados a, b, c e angulo @ entre a e b, vale a lei dos cossenos: c? = a? + b? — 2ab cos 6.
e cos(m—x)=cos(m+x)=—cosx

e sen(m+x)=—senx

e 2cosacosh =cos(a+ b) + cos(a — b)

e 2senxcosx = sen2x

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

O Farkle é um jogo de dados para duas ou mais pessoas. Em cada rodada todas jogam. S&o utilizados seis dados € 0 jogo acaba na
rodada em que alguém atingir 10.000 pontos. Uma vez que alguém termine sua vez com 10.000 pontos, as demais pessoas que
nédo jogaram ainda na rodada tém uma Gltima chance de pontuar. Vence quem tiver mais pontos.

Os pontos sdo atribuidos seguindo a tabela a seguir.

Tipo de Pontuacéo Pontos
’s (até um par) 100 para cada B obtido

’s (até um par) 50 para cada obtido
Terno de E (G E E) 300

Terno de x's (trés x's, x # E) 100 - x
Quadra (quatro nimeros iguais) 1000
Quina (cinco ndmeros iguais) 2000
Sena (seis nimeros iguais) 3000
Sequéncia (B B B EI ) 1500
Trés pares 1500
Quadra e par 1500

Duas ternas 2500




Cada jogador comeca sua vez jogando todos os seis dados. Ele deve entdo retirar qualquer subconjunto de dados que valham
alguma pontuacéo e acrescentar tal pontuacdo ao seu total na rodada. Os dados ndo envolvidos na pontuacdo podem ser langados
novamente. E assim sucessivamente.

Se ndo ha pontuacéo possivel, dizemos que ele lancou um Farkle e a rodada acaba para ele. Neste caso, ele perde todos os pontos
obtidos na rodada, ou seja, sua pontuacdo na rodada é O (zero). Caso contrario, ao terminar de utilizar todos os dados em
pontuacdes, ele acumula os pontos obtidos ao seu total no jogo.

O jogador tem a opcdo de parar em qualquer momento em seus langamentos e acrescentar 0s pontos obtidos até entdo na rodada
ao seu total no jogo.!

Complicado? Vejamos um exemplo.

Esmeralda comeca sua primeira rodada lancando @ @ B [j E] Esse resultado produz quatro dados que levam a
pontuacBes: um terno de IZ]’S eum . Assim, Esmeralda tem as seguintes op¢des para continuar sua rodada:

e Retirar o terno de @’s para obter 100 - 4 = 400 pontos e parar;

e Retirar o terno de E]’s para obter 100 - 4 = 400 pontos e langar os outros trés dados;

e Retiraro m para obter 50 pontos e parar;

e Retiraro para obter 50 pontos e langar os outros cinco dados;

e Retirar os quatro dados @ E] @ para obter 450 pontos e parar;

e Retirar os quatro dados @ IZ] @ para obter 450 pontos e langar os outros dois dados.

Esmeralda decide pela Gltima opcéo, que é retirar os quatro dados @ @ @ e lan¢a os dois dados restantes. Ela obtém E]

. Né&o hé pontuagdo possivel, ou seja, Esmeralda langou um Farkle. Com isso, ela perde os 450 pontos e sua rodada termina.
Esmeralda obtém 0 ponto nessa rodada.

a) Seja p,, a probabilidade de lancar um Farkle com n dados. Calcule p,, p,, ps € ps-

Na sua vez, Jade decide jogar seus dois dados restantes mais uma vez e colocar em risco 0s T pontos que obteve na rodada, e em
seguida terminar sua rodada, independentemente do resultado.

b) A tabela a seguir exibe os possiveis resultados para o langamento de dois dados de Jade. Preencha a tabela com as possiveis

pontuacdes finais de Jade, em fungdo de T. Preenchemos um valor para vocé: se Jade obtiver dois B ‘s, sua pontuagdo final da
rodada é T + 200.

(] - -] ]
. T + 200

c) Obtenha, em termos de T, o valor esperado para 0 nimero de pontos obtidos por Jade na rodada ap6s o lancamento dos dois
dados.

Neste item voceé talvez queira utilizar a formula do valor esperado.

Seja X o numero total de pontos acumulados na rodada apds lancar os dois dados restantes, o valor esperado E (X) é dado pelo
somatorio dos produtos das pontuacdes possiveis de serem atingidas pelas probabilidades daqueles resultados ocorrerem. Por

exemplo, se forem obtidos dois B’s, Jade ganha mais 200 pontos. E a probabilidade de se obter dois B’s é i. Logo um dos

termos deste somatorio é (T + 200) i

d) Determine o valor de T para o qual E(X) =T.
e) Qual conselho vocé daria para um jogador com T pontos que esta pensando em jogar mais uma vez seus Ultimos dois dados e
terminar sua rodada?

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Além de resolver problemas, a capacidade de elaborar problemas novos, as chamadas conjecturas, cuja busca da resolucdo leve ao
desenvolvimento da Ciéncia é uma das habilidades mais importantes que um matematico pode possuir. Um dos maiores
elaboradores de conjecturas que propiciaram a criacdo de novas areas e técnicas da Matematica atual foi o hingaro Paul Erdds
(26/03/1913 — 20/09/1996). Trataremos neste problema de uma de suas conjecturas envolvendo uma equacdo Diofantina:
equacdes que procuramos solugdes inteiras.

! Existe uma regra que envolve uma pontuag¢do minima de 500 pontos para comecar a pontuag¢do, mas ela n3o serd relevante
nesse problema.



Erdds propds a questdo de se a equacdo Diofantina x*yY = z“ possuia solucfes além das triviaisx =ley=z;y=1ex = z.
Chao Ko encontrou infinitas solugdes sendo uma delas (aquela com menores valores para as varidveis) com x = 12% e y = 68.
a) Determine a fatoracdo em primos de z para x e y dados acima.

Claude Anderson conjecturou que a equagdo Diofantina wWx*yY = z“ ndo possuia solugfes com 1 < w < x < y < z, mas Chao
Ko desta vez em colaboracdo com Sun Qi descobriu uma infinidade de contraexemplos para a generalizagdo da conjectura para
um namero qualquer de variaveis, ou seja, para a equagao x;*tx,*2x;*3 - ---- x; Xk = z% em que Xy, X, X3, ..., X € Z SA0 inteiros
positivos.

b) Sabendo que w = 31226, x = 31325 ¢ y = 3142* determine z na equagdo w¥x*yY = zZ. Por que esta solucdo mostra que a
conjectura de Anderson é falsa?

No pagina 266 do maravilhoso livro Unsolved Problems in Number Theory de Richard K. Guy (32 Edi¢do, 2010), as solugdes de
Chao Ko e Sun Ki sdo apresentadas como segue:

X, = kk"(k"+1—2n—k)+2n(kn _ 1)2(1{”—1)

x, = kk"(k"+1—2n—k)(kn _ 1)2(k"—1)+2
Xy = =2xp = kk"(k"+1—2n—k)+n(kn _ 1)2(k"—1)+1
7 = kK (EM -2n—k)+n+1

c) Alguma coisa parece estranha com o0 z, ndo é? De fato, falta um pedaco na férmula do z (acontece com os melhores autores!):
falta um fator da forma (k™ — 1)™, ou seja, o valor correto de z é z = kK" (K™ =2n=k)+n+1(gn _ 1)M para algum M inteiro
positivo. Encontre a férmula para M. N&o se esqueca de que vocé deve justificar as suas respostas.

d) Mostre que existem infinitos contraexemplos para a conjectura de Anderson.

PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontos

Suponha que tenhamos uma mesa redonda com n lugares sem pessoas adjacentes e sem a possibilidade de colocar mais pessoas a
néo ser que duas fiquem adjacentes. Chamamaos tais distribuicdes de mesas cheias.
Por exemplo, paran = 5, temos azs maneiras a sgguir. As cadeigls pintadas degreto sdo as ocoupadas.
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Observe que, se colocarmos apenas uma pessoa na mesa, sempre € possivel acrescentar mais uma e, portanto, a condi¢do do
problema ndo € satisfeita. Também podemos verificar que é impossivel colocar trés pessoas na mesa dentro destas condigdes.

Seja a,, 0 nimero de mesas cheias de n lugares. Acabamos de mostrar que as = 5. Temos ainda que (é facil verificar!): a, = 2,
a; = 3ea, =2 (isso mesmo, nao é 4).

a) Calcule a4 (dica: ndo déa 6), a,, ag e aq e complete a tabela a seguir na sua folha de respostas. N&o se esqueca que vocé deve
justificar suas respostas.

a; as Ay as e as ag 22}
2 3 2 5

Vamos provar nos préximos dois itens que a sequéncia a,, satisfaz uma recursao da forma:

p =C1"Anq +C " Ap_p +C3"An3
emquen = 5ecy, c, € c; SA0 constantes.
b) Calcule ¢4, ¢, € c3.
c) Prove que a,, satisfaz a recursdo a, = c; -a,_1 + ¢, - a,_, + ¢c3* a,_3, paran = 5, com as constantes obtidas no item anterior.
(Super) Dica: considere que as cadeiras ttm uma numeracdo fixada como as mostradas abaixo para mesas cheias com,
respectivamente, n = 10 e n = 11 cadeiras.
Observe que é possivel, a partir dessas distribuicfes que satisfazem as condi¢des do problema, obter uma regra que identifique
de maneira Gnica mesas cheias que satisfazem o problema para n = 13 cadeiras.
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d) Calcule a,5 € a4.

Se vocé nédo errou nenhuma conta (#ficaadica), pode observar que sempre que temos um numero primo p, entdo a, € um maltiplo
de p. Iremos concluir esta questdo demonstrando tal fato.




Considere as cadeiras numeradas como vimos na figura acima. Dizemos que duas maneiras de ocupar as mesas nas condi¢des do
problema séo rotacionalmente equivalentes se uma pode ser obtida a partir da outra por uma rotacdo. Por exemplo, as duas
maneiras a seguir sdo rotacionalmente equivalentes.

"o

Consideramos que toda mesa cheia é rotacionalmente equivalente a ela mesma. E facil ver que se uma mesa cheia é
rotacionalmente equivalente a uma segunda mesa cheia, também é valido que a segunda é equivalente a primeira. Finalmente, se
uma mesa cheia é equivalente a uma segunda e esta segunda €é equivalente a uma terceira, entdo a primeira é rotacionalmente
equivalente a terceira.

Com estes trés fatos pode-se demonstrar — vocé nédo precisara fazer isso agora — que o conjunto formado pelas mesas cheias com n
lugares é particionado (isto é, dividido em subconjuntos disjuntos) por conjuntos de mesas cheias rotacionalmente equivalentes.
Tais conjuntos sdo chamados de classes de equivgléncia. Por exeomplo, paran = 6, uma das classes de equivaléncia é:

Observe que tal classe de equivaléncia contém trés mesas cheias distintas com 6 lugares.

e) Apresente todas as classes de equivaléncia das mesas cheias com 8 lugares.

f) Prove que se alguma classe de equivaléncia do conjunto das mesas cheias com p lugares, p primo, tem k elementos, 1 < k < p,
entdo existe uma mesa cheia que é rotacionalmente equivalente a ela rotacionada em apenas um lugar, ou seja, as posicoes de
cadeiras ocupadas ndo se alteram se a cadeira 1 € colocada na posicdo da cadeira 2; a cadeira 2 é colocada na posicdo da cadeira
3;a3nada4;..;adap—1nadapeapnadal.

g) Conclua que para todo primo p, a,, € um multiplo de p.

Curiosidade: ndo vale a volta, ou seja, se a,, € um multiplo de n, ndo podemos concluir que n é primo. NUmeros compostos n tais
que a, € um multiplo de n s@o chamados de pseudoprimos de Perrin. Tais nimeros sdo raros, mas sdo infinitos. Os menores
pseudoprimos de Perrin sdo 271441, 904631, 16532714, 24658561, 27422714, 27664033. Para saber mais, veja:
https://oeis.org/A013998

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314X10000120?via%3Dihub

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontos

N . . L. , . .. n
O Triéngulo de Pascal é uma forma muito famosa e (til de apresentar os nimeros binomiais (k)

n!
T ki(n—k)!
. . .. n . . . . f ca
apresentamos na linha n 0s binomiais (k) para 0 < k < n. A seguir temos as cinco primeiras linhas do Tridngulo de Pascal.

. A partir de n = 0,

G0 6 6 6

0 1 2 3 4

Nesse problema veremos algumas propriedades dos nimeros binomiais envolvendo suas posi¢des no Triangulo de Pascal.

Para inteiros positivos 1 < k < n considere alguns termos em trés linhas consecutivas do Tridngulo de Pascal. Vamos considerar
um “tridngulo” com vértices em B, = (n B 1), B; = (k :l_ 1) e Bs = (n + 1) e outro com vértices em B, = (n n 1), B, =

k-1 k k
(Z i 1) e By = (k f 1). Os dois triangulos juntos formam uma estrela de seis pontas similar a famosa estrela de Davi.



https://oeis.org/A013998
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314X10000120?via%3Dihub

a) Proveque B, - B; - Bs = B, - B, - Bg.

Nos proximos itens vamos provar o Teorema de Gould. Ele diz que o maximo divisor comum (mdc) dos trés “vértices” de um
triangulo é igual ao mdc dos vértices do outro, ou seja:
de(Bl’ Bg, Bs) = de(Bz, B4, BG)

Para cada primo positivo p chamaremos de v, (n) o expoente de p na fatoragéo do inteiro positivo n como produto de poténcias
de primos. Por exemplo, v,(20) = 2, v,(27) = 0 e v3(27) = 3. Observe que nos inteiros positivos m = n < v,(m) = v,(n)
para todo primo p.

Para o proximo item considere um primo p fixado.
b) Prove que se v, (x) < v,(y), entdo v, (x + y) = v,(x). Prove também que se v, (x) = v,(y), entdo v, (x +y) = v, (x).

Uma consequéncia imediata dos resultados do item b € que entre os trés valores v,(x), v,(y) € v,(x +y) o valor minimo
acontece duas ou trés vezes. N&o existe um deles que é estritamente menor que os outros dois.

. n . .

Seja B, = (k) e, paracadai = 0,1, ...,6, seja e; 0 valor de v, (B;).
c) Explique por que e; +e; +es = e, + e, + €.

d) Suponha que e; < min (e,, e4, e¢). Prove que e; = eq.
e) Ainda de acordo com a hipotese do item d, prove que es = e; = e; = ey.

f) Prove que o resultado do item e gera uma contradicdo com o resultado do item c. Ou seja, demonstre que e; = min (e,, e4, €5).

g) Conclua a demonstragdo do Teorema de Gould, ou seja, prove que vale a igualdades dos mdcs:
de(Bll B3, BS) = de(Bz, B4-1 BG)

PROBLEMA 7 - Valor: 5 pontos

Uma maneira de descrever area que é bastante utilizada em célculo é utilizar vetores. De modo informal, um vetor é uma flecha
que pode ser transladada livremente. Todo vetor tem direcdo, sentido e comprimento. Os vetores possuem operagdes proprias. Por

exemplo, para somar ¥ e y devemos colocar o comeco de um no final do outro e o vetor soma X + ¥ vai do comeco do primeiro

até o final do segundo como mostrado na figura a seguir.

_ 4 I+ /7
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Existem outras operacdes importantes com vetores como veremos neste problema.
No caso particular de &reas de faces de s6lidos, podemos definir o vetor &rea como o vetor que tem comprimento numericamente
igual & area da face, direcdo perpendicular a face e sentido apontando para o exterior do sdlido. A seguir, representamos um

tetraedro ABCD e seus quatro vetores de area vy = Sapc, Vo = Sapp: Vp = Sacp € Vg = Spcp. OS comprimentos dos vetores séo as
areas das faces ABC, ABD, ACD e BCD, respectivamente.

——

SaD
N
N S
Samc ACD
D
B

SBCD ¢

Tetraedros tém uma propriedade bastante interessante:

Propriedade T: Sejam v,,v,, V., v, Vetores de area de comprimentos a, b, c,d, respectivamente, ndo todos no mesmo plano.
Ent&o existe um tetraedro com exatamente esses 4 vetores de &rea se, e somente se, v, + v, + U, + v = 0 (vetor nulo que tem
comprimento zero). Além disso, o tetraedro é Gnico a menos de translacao.

Vamos demonstrar essa propriedade e usa-la para provar um resultado geométrico bem bacana. Qual? Continue a ler!

A demonstracdo da propriedade T exige dois passos: um é provar que, em cada tetraedro a soma de seus vetores de area é 0 vetor
nulo (ou seja, T, + T, + 7, + B, = 0) e 0 outro é provar que, dados os vetores de area T, 7,, U, Ug N0 coplanares com T, +
Ty + T, + D, = 0, é possivel construir um Gnico tetraedro com esses vetores de érea.



Para a primeira tarefa, vamos usar o conceito de produto vetorial, que calcula essencialmente o vetor area: o produto vetorial de
dois vetores ¥ e w, denotado por ¥ x W, é o vetor perpendicular ao plano determinado por ¥ e w e comprimento igual a area do
paralelogramo determinado por ¥ e w. Note que, pela nossa definigéo, se ¥ e w estdo na mesma direcdo, a area do paralelogramo
relevante € zero, e o produto vetorial é o vetor nulo.

O sentido é determinado pela ordem entre ¥ e W. Imagine os dois vetores no plano horizontal; se ao girar de ¥ para w vamos no
sentido anti-horario, entdo ¥ X w aponta para cima; caso contrario, entdo ¥ X W aponta para baixo. Por isso, se trocarmos a ordem
dos vetores, o sentido do produto vetorial é trocado, ou seja, w X ¥ = —¥ X W.

UXW
.
w
.
v
1
1
W XD

Assim, no tetraedro ABCD na figura, T, = Sgcp = %ﬁ X BC, Ty = Sycp = %ﬁ x AD, e assim por diante. Note que a ordem em
que os vetores sdo colocados é relevante.
O produto vetorial tem as seguintes propriedades:

o UX(—W)=-VxW

o Dx(W+1d)=xWw+¥xiu; em particular, PQ x XZ = PQ x (XY +YZ) = PQ x XY + PQ x YZ.

e WH+UWXV=WXV+UXTD

a) Mostre que no tetraedro ABCD, U, + ¥y, + U, + U3 = 0, OU S€ja, Spep + Saco + Sasp + Sapc = O.

A segunda tarefa, que ¢ mostrar a existéncia de um unico tetraedro, usa vetores e... matrizes! Antes, comegamos com um novo
ingrediente, que é o conceito de produto escalar entre dois vetores ¥ e W, denotado por ¥ - w. O produto escalar é igual a
vw cos 8, em que v e w sdo 0s comprimentos de ¥ e W e 8 é o angulo entre esses dois vetores. Observe que, como cos 90° = 0,
PlwWwecosd=0v-w=0.

b) Mostre que BA - Sgcp = —3V,emque V é o volume de ABCD.

Para achar o Unico tetraedro, usamos um sistema de coordenadas com 3 eixos perpendiculares dois a dois. Escolhemos um ponto
de referéncia para ser a origem do sistema, ou seja, 0 (0,0,0). Em sistemas de coordenadas no espago, associamos a cada vetor
¥ = (vy, v, v3) trés coordenadas reais v,, v,, v3 indicando que o vetor ¥ pode ser posicionado do ponto (0,0,0) até o ponto
(v1,v2,v3).

Usando coordenadas, os célculos dos produtos vetorial e escalar de ¥ = (v, v,, v3) e W = (wy, w,, w3) S&0:

- —

o UXW = (Vw3 — U3W,, U3W; — VW3, U3 W, — U,w; ). Uma maneira talvez mais fécil de lembrar é usar determinantes:
S Uy Wy Uy Wi 1 W
037 = (lor wil =loy wil-loy wil)
V3 W3 V3 W3’V W;
° 1_7) . W = U1W1 + 172W2 + U3W3.

Agora, considere um tetraedro ABCD. Escolha o sistema de coordenadas de modo que A € a origem. Vamos associar a cada

tetraedro uma matriz M, cujas colunas séo as coordenadas dos vetores X, = AB, X, = AC e x; = AD, e orientamos B, C e D de
modo que det(M) > 0. Nossa meta é encontrar, a partir dos vetores area v,, v,, U, € 74 Cuja soma é o vetor nulo, os vetores X,
X. € Xg.

c) Prove que det(M) é igual a 6 vezes o volume de ABCD.

Dada uma matriz quadrada M, existe uma matriz adj(M), denominada adjunta de M, tal que
adj(M) - M = det(M) - I,
em que I é a matriz identidade.
Sejam uy, u, e u; 0s vetores cujas coordenadas sdo as linhas de adj(M).
d) Mostre que, sendo i # j indices entre b, c e d, u, - X; = 0, ou seja, u, 1 x;, e conclua que u, € paralelo a v,.

e) Mostre que u, - x;, = 6V para i € {b,c,d}. Lembre-se: V é o volume do tetraedro. Conclua que u, = —2v, para cada i €
{b,c,d}.



f) Nos dois itens anteriores mostramos que adj(M) ¢ diretamente obtida de v, v, e v5. Mostre que det(adj(M)) = (det(M))? e,
consequentemente, que M = (adj(M))_1 det(adj(M)).

g) Mostre que v, v, e v, determinam unicamente o tetraedro com vetores area v, v;, Vg € UV, = —Vp — U, — V4.

h) Seja ABCD um tetraedro cujas areas de ABC e ABD sdo iguais a S; e cujas areas de ACD e BCD séo iguais a S,. Defina ¥ =
Sasc + Sapp- Considere a rotagdo de 180° em torno de #. Mostre que essa rotago transforma ABCD em um tetraedro congruente
a ABCD e que os triangulos ABC e ABD sdo congruentes (ndo necessariamente nessa ordem dos vértices), assim como 0s
tridngulos ACD e BCD.



