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Folha de Perguntas

Instrucdes:

e A duragdo da prova é de 4h. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
¢ Resolucdes a tinta ou a lapis.

« E permitido o uso de calculadora (ndo ¢ permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso a Internet).

¢ Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Bagagem de mdo é aquela que pode ser levada junto ao passageiro durante a viagem. Nas companhias aéreas, ha restricbes em
relagdo a massa e ao volume da bagagem de méo.

Segundo as novas regras da Agéncia Nacional de Aviacédo Civil, a ANAC, em vigor desde maio deste ano, a bagagem de méo pode
ter massa de até 10 kg e suas dimensdes maximas sdo estabelecidas por cada companhia aérea. Na tabela a seguir, apresentamos as
condicBes sobre as massas e as medidas maximas permitidas em trés companhias aéreas:

Companhia aérea | Dimensoes Massa
Amarelo As trés dimensdes somadas devem ser, no maximo, 115 cm. | 10 kg
Sabianca No maximo 40 cm x 20 cm X 55 cm 10 kg
Escanteio No maximo 40 cm x 25 cm X 55 cm 10 kg

A figura a seguir mostra como um passageiro da Escanteio pode verificar se sua bagagem de mao esta dentro dos padrdes permitidos.

I 55cm

_/ 25cm

40cm
—

a) O volume de uma mala no formato de um paralelepipedo reto-retdngulo é o produto de suas trés dimensdes. Qual é o volume
maximo, em cm?, permitido pela Sabianca para a bagagem de méo?

b) Uma bagagem de mdo da Amarelo pode ter volume maior do que o volume méximo de uma bagagem de méo da Escanteio.
Apresente possiveis valores para as dimensdes de uma bagagem de mao da Amarelo que tenha volume maior que o volume maximo
permitido pela Escanteio.

c) A densidade do ouro é 19,3 g/cm?, ou seja, em 1 cm?® ha 19,3 g de ouro. O passageiro que tentasse transportar o limite maximo
de volume de uma mala de mao da Sabianca em ouro, estaria levando quantos quilogramas de ouro na mala?

d) Considerando que atualmente é permitido transportar no maximo 10 kg na bagagem de mdo, quantas bagagens de méo seriam
necessarias, no minimo, para transportar a massa de ouro encontrada no item c?

PROBLEMA 2

Em 1865, o economista inglés William Stanley Jevons observou que avangos tecnolégicos que aumentaram a eficiéncia no uso de
carvdo acompanharam o aumento do consumo de carvao na inddstria. Esse fenémeno ficou conhecido como paradoxo de Jevons e
afirma que o aumento na eficiéncia no uso de um recurso, reduzindo a quantidade necessaria do recurso para qualquer uso, pode
levar ao aumento no consumo total do recurso. Consideraremos nesse problema que utilidade é o valor monetério que indica o
quanto uma pessoa valoriza algo.

Para ilustrar o fendmeno apresentado, suponha que na casa do Zé a iluminagdo da sala possa ser feita com uma lampada com
utilidade de 10 reais por més, ou seja, esse é 0 valor monetario que indica o quanto Zé valoriza a iluminacdo da sua sala com uma
lampada, ou com duas ldampadas com utilidade de 15 reais por més. Sendo o custo de energia por [ampada de 6 reais por més, a sua
utilidade mensal, dada pela diferenca (utilidade de iluminagio) - (custo com energia), é 10 — (1 X 6) = 4 reais com uma
lampada. E, da mesma forma, temos a utilidade mensal de 15 — (2 x 6) = 3 reais usando duas lampadas. Comparando as duas
situacdes, Zé nota que com uma lampada a utilidade mensal é maior. Por isso, ele opta por usar apenas uma lampada.

a) Ap6s um avango tecnoldgico, houve um aumento na eficiéncia do uso da energia e 0 custo com energia por lampada passou a ser
apenas de 4 reais por més. Considerando que as utilidades de iluminacéo sdo as mesmas, calcule a utilidade mensal para com uma
lampada e com duas lampadas. Considerando a utilidade mensal, qual opgdo Zé deveria escolher?

b) Considerando as maiores utilidades mensais ja calculadas, qual foi 0 aumento percentual da maior utilidade mensal com custo de
energia por lampada de 6 reais por més para a maior utilidade mensal com custo de 4 reais por més?

c) Suponha que haja apenas 1440 reais disponiveis para iluminar a sala de Zé. Depois disso, ndo haveria mais recursos para iluminar
a sala de Zé. Considerando as duas situaces, com custos de energia de 6 reais por més por ldmpada e de 4 reais por més por
lampada, e que Zé escolha a opcdo dentre uma ou duas lampadas com maior utilidade mensal em cada caso, por quantos anos seria
possivel iluminar a sala do Zé em cada uma das duas situacfes?
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PROBLEMA 3

Uma das primeiras apari¢des do nimero m na historia da Matematica foi como quociente entre o perimetro de uma circunferéncia e
o seu diametro. Nesse problema, vamos analisar alguns resultados interessantes usando o fato de que uma circunferéncia de raio r
possui comprimento 27 - 1.

A seguir, temos uma circunferéncia de centro X e raio r. Sabendo que o angulo 2YXZ = «a, podemos calcular o comprimento do
arco YZ usando o fato de que a medida do &ngulo e o comprimento do arco sio proporcionais, ou seja, YZ = % - 2mr com o angulo

@ em graus.

A figura a seguir, que parece um coragdo, é conhecida como cardioide de Boscovich, em homenagem ao mateméatico Roger
Boscovich (1711 — 1787). Ela é formada por trés semicircunferéncias, uma de centro P e didmetro QT e outras duas de didmetros
QP e PT. Uma propriedade muito interessante é que qualquer reta passando por P divide o cardioide em duas figuras de mesmo
perimetro.

Chamaremos de R o raio das semicircunferéncias menores.

0 0 T

Note que o raio da semicircunferéncia maior sera 2R. Usando o fato descrito anteriormente, o comprimento do arco QP é

180°
— - 2nR = nR.
360°

a) Calcule os comprimentos das semicircunferéncias PT e QT. Em seguida, verifique que a soma dos comprimentos dos arcos QP
e PT é igual ao comprimento do arco QT .

b) Na figura, tracamos uma reta AB formando um &ngulo 6 com a reta QT. Sejam O o centro da circunferéncia de diametro PT e M
0 ponto médio do segmento PB. Mostre que ZOBM = 2£0PM = 6.

Vocé pode querer utilizar o fato de que se os lados correspondentes de dois tridngulos possuem mesma medida, entdo os triangulos
sao congruentes e seus angulos correspondentes possuem mesma medida.

¢) Calcule a medida do angulo £BOT em termos de 6.

d) Mostre que os comprimentos dos arcos AQ e BT so iguais e conclua que a soma dos arcos AQ + QP + PB é igual a soma dos
arcos BT + TA.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo

PROBLEMA 4

Chamamos de padré@o de malabarismo uma sequéncia finita formada por ndmeros inteiros positivos. Por exemplo, (4;2;3;3) é
um padrédo de malabarismo. Por motivos praticos, ndo sdo interessantes padrdes de malabarismos envolvendo nimeros maiores do
que 9, por isso, podemos escrever o padrdo (4; 2; 3; 3) na forma 4233 sem que ocorra divida na identificacdo.

O diagrama de malabarismo relativo a um padrao de malabarismo é desenhado inicialmente colocando-se pontos pretos e brancos
alternadamente em uma reta. Entdo, escrevemos sob eles repetidamente o padrdo de malabarismo que desejamos representar. Por
exemplo, para o padrdo 4233, temos:

- O e o e o e o e o e o e o e o
4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3

Entdo, ligamos o ponto P;, i inteiro, ao ponto que estd exatamente s; posicdes a sua direita, em que s; é o termo do padrdo de
malabarismo que esta embaixo do ponto P;. Agora, as motivacdes desses nomes talvez possam fazer sentido. Os pontos brancos e
pretos representam, respectivamente, a médo esquerda e a méo direita de um malabarista e o padrdo de malabarismo indica a altura
em que a bola esta sendo lancada. Esse é o motivo de ndo ser muito razoavel considerarmos padrdes envolvendo ndmeros maiores

do que 9.
4 2

3 3 4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3

Dizemos que um padrdo de malabarismo é valido se em seu diagrama cada ponto P; tem exatamente duas liga¢des (uma bola chega
na mao correspondente naquele instante e é imediatamente langada novamente).

Note que, com a observacédo anterior, cada padrao de malabarismo é formado por um conjunto de tragos continuos (trajetdrias).
Esses tracos naturalmente sdo identificados com as bolas necessérias para efetuar o malabarismo em questdo. Por exemplo, para
realizar 4233 necessitamos de 3 bolas representadas pelo trago azul, trago verde e traco vermelho.

a) Desenhe o diagrama de malabarismo do padrdo 441. Uma curiosidade: apesar da arte dos malabares ser milenar, esse desafio
parece ter sido descoberto apenas apds a criacdo da teoria que estamos apresentando.

b) Qual é o padréo de malabarismo do diagrama representado a seguir. Quantas bolas séo utilizadas para realiz4-lo?

c) Mostre que o padrdo de malabarismo 135792468 nao é valido.
d) Apresente um padrdo de malabarismo valido usando cada um dos nimeros inteiros de 1 a 9 exatamente uma vez. Determine
quantas bolas sdo necessarias para um malabarista realizar esse padréo.

PROBLEMA 5
Considere a sequéncia em que 0 seu n-ésimo termo tem n digitos e ao colocarmos os seus termos justapostos (isto é, um ao lado do
outro) obtemos:
123456789123456789123456789123456789123456789123456789123456789123456789 ...

Ou seja, 0s termos iniciais da sequéncia sao:

1,23,456,7891,23456,789123,4567891, 23456789,123456789,1234567891, 23456789123, ...
Essa sequéncia é chamada sequéncia desconstrutiva de Smarandache. Floretin Smarandache é um matematico e filésofo romeno,
que atualmente trabalha na Universidade do Novo México nos EUA.
a) Os onze primeiros termos dessa sequéncia foram apresentados anteriormente. Qual € o 122 termo da sequéncia?

Observe que o segundo termo da sequéncia, 23, tem como primeiro digito 2 e Gltimo digito 3 e o décimo primeiro termo,

23456789123, também. De fato, considerando que o primeiro termo da sequéncia, 1, tem como primeiro e Gltimo digitos o 1,

temos que essa coincidéncia ocorre também com o primeiro e o décimo termo, 1234567891. Ou seja, parece que a cada nove

termos, o primeiro e o Ultimo digitos coincidem. Vamos provar isso nos proximos itens.

Imaginando os termos da sequéncia justapostos, ou seja,
1.23.456_7891_23456_789123_4567891_23456789_123456789_1234567891_23456789123_ ...

vemos que a diferenca entre as posi¢des ocupadas pelo primeiro digito do segundo termo e o primeiro digito do décimo primeiro

termoé 2+3+4+5+6+7+8+9+ 10 = 54. Entre os Gltimos digitos,é3+4+5+6+7+8+9+ 10+ 11 = 63.

b) Considere agora o termo que ocupa a posi¢do n e 0 que ocupa a posi¢do n + 9, n inteiro positivo. Qual é a diferenga entre
posicBes ocupadas pelos primeiros digitos desses termos? Qual é a diferenca entre as posi¢6es ocupadas pelos ultimos digitos? Por
que podemos afirmar que esses pares de digitos sempre irdo coincidir?

c) Ha um multiplo de 5 entre os termos dessa sequéncia?

d) Demonstre que ha infinitos maltiplos de 128 na sequéncia desconstrutiva de Smarandache, mas ndo ha um multiplo de 256.
Nesse item, vocé pode querer utilizar o seguinte fato: um ndmero inteiro é divisivel por 2¥ se, e somente se, 0 nimero formado
pelos seus k ultimos digitos é divisivel por 2. Por exemplo, um niimero é divisivel por 8 = 23 se, e somente se, seus 3 Gltimos
digitos formam um mdltiplo de 8.



RASCUNHO

Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
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Instrucdes:

e A duragdo da prova é de 4h. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
¢ Resolucdes a tinta ou a lapis.

« E permitido o uso de calculadora (ndo ¢ permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso a Internet).

¢ Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Suponha que vocé esta lendo um livro e encontra 7 erros de digitacdo em 20 paginas. Vocé provavelmente imagina que a chance de
haver erro de digitacdo em uma pégina é % E se vocé ndo encontrasse erros de digitacdo nas 20 paginas? Vocé concluiria que que
a probabilidade de erro de digitacdo no livro todo (que poderia ter, digamos, 500 péginas) é zero, ou seja, que o livro ndo tem erros
de digitagdo? (Vocé ndo precisa responder a essa pergunta. ()

Agora imagine uma situacdo rara como, por exemplo, ter ouvido absoluto (ou seja, a habilidade de distinguir notas musicais sem
ter um tom de referéncia). Sabe-se que pessoas com ouvido absoluto existem, mas sdo raras. Como estimar a proporcao de pessoas
com ouvido absoluto, mesmo tendo uma amostra de 1000 pessoas que ndo tém ouvido absoluto?

A resposta vem da Estatistica: normalmente queremos estimar proporcdes p com 95% de confianga. Em geral, supomos que o valor
correto é p e estimamos a chance de haver ocorréncias de um evento raro em n elementos como sendo 95%. Ou seja, resolvemos a
equacdo 1 — (1 — p)™ = 0,95, que é equivalente a (1 — p)™ = 0,05. Pode-se mostrar que, para n = 500 usamos a aproximacao

3 - o ~ A s - P 3
p= o Ou seja, na pratica, se ndo encontramos ocorréncia de um evento raro, estimamos a chance de ocorréncia como o

a) Suponha que vimos uma amostra de 1000 pessoas e ndo encontramos pessoas que consigam dobrar a lingua em formato de onda,
outra caracteristica rara. Estime a chance de uma pessoa escolhida aleatoriamente conseguir dobrar a lingua em formato de onda.
b) Estudos cientificos afirmam que 1 a cada 10000 pessoas tem ouvido absoluto. Se um desses estudos veio de uma amostra sem
pessoas com ouvido absoluto, quantas pessoas ha nessa amostra?

PROBLEMA 2

Em 1865, o economista inglés William Stanley Jevons observou que avangos tecnoldgicos que aumentaram a eficiéncia no uso de
carvdo acompanharam o aumento do consumo de carvao na indistria. Esse fenémeno ficou conhecido como paradoxo de Jevons e
afirma que o aumento na eficiéncia no uso de um recurso, reduzindo a quantidade necessaria do recurso para qualquer uso, pode
levar ao aumento no consumo total do recurso. Consideraremos nesse problema que utilidade é o valor monetario que indica o
quanto uma pessoa valoriza algo.

Para ilustrar o fendmeno apresentado, suponha que na casa do Zé a iluminagdo da sala possa ser feita com uma lampada com
utilidade de 10 reais por més, ou seja, esse € o valor monetario que indica o quanto Zé valoriza a iluminag&o da sua sala com uma
lampada, ou com duas lampadas com utilidade de 15 reais por més. Sendo o custo de energia por [ampada de 6 reais por més, a sua
utilidade mensal, dada pela diferenca (utilidade de iluminagio) - (custo com energia), é 10 — (1 X 6) = 4 reais com uma
lampada. E, da mesma forma, temos a utilidade mensal de 15 — (2 x 6) = 3 reais usando duas lampadas. Comparando as duas
situacdes, Zé nota que com uma lampada a utilidade mensal é maior. Por isso, ele opta por usar apenas uma lampada.

a) Ap6s um avanco tecnoldgico, houve um aumento na eficiéncia do uso da energia e 0 custo com energia por lampada passou a ser
apenas de 4 reais por més. Considerando que as utilidades de iluminacéo sdo as mesmas, calcule a utilidade mensal para com uma
lampada e com duas lampadas. Considerando a utilidade mensal, qual op¢ao Zé deveria escolher?

b) Suponha que haja apenas 1440 reais disponiveis para iluminar a sala de Zé. Depois disso, ndo haveria mais recursos para iluminar
a sala de Zé. Considerando as duas situagdes, com custos de energia de 6 reais por més por lampada e de 4 reais por més por
lampada, e que Zé escolha a opgao dentre uma ou duas lampadas com maior utilidade mensal em cada caso, por quantos anos seria
possivel iluminar a sala do Zé em cada uma das duas situacdes?

David Owen, em seu artigo The Efficiency Dilemma, fala sobre o paradoxo de Jevons e usa alguns dados para reforcar a existéncia
desse paradoxo. Por exemplo, entre 1993 e 2005, nos Estados Unidos os aparelhos de ar-condicionado tiveram sua eficiéncia média
aumentada em 28%. Com isso, um aparelho novo em 2005 consumia em média apenas 78% do que o seu similar em 1993.
Esperava-se que essa redugdo de 22% causasse uma reducéo no consumo de energia. Porém o consumo médio de energia com 0s
aparelhos por residéncia aumentou 37% nesse periodo.

Ja 0 economista James Barrett critica o paradoxo e defende que ndo é o aumento de eficiéncia que causa 0 aumento de consumo,
mas que o aumento de eficiéncia em geral ndo é suficiente para compensar o aumento de consumo, que acompanha o crescimento
da economia. Vamos estudar alguns dos argumentos de Barrett. A primeira observacdo de James € que as pessoas nao trocam de ar-
condicionado sempre que um modelo novo é langado. Considerando que em média uma familia usa um ar-condicionado por 20
anos, Barrett estima que, em média, um aparelho em 2005 consome 90% da energia que o seu similar consumia em 1993. Além
disso, as pessoas passaram a usar aparelhos maiores em suas residéncias e estima-se que isSO causou um aumento de
aproximadamente 30% no consumo de energia com esses aparelhos por residéncia.
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c¢) O tamanho médio das residéncias americanas passou de 195 metros quadrados em 1993 para 226 metros quadrados em 2005.
Determine o aumento percentual x do tamanho médio das residéncias?

d) Admita que o aumento percentual x do tamanho médio das residéncias seja igual ao aumento percentual do consumo de energia
por residéncia. Considere que o consumo de energia sofreu uma reducdo de 10% por conta aumento da eficiéncia, um aumento de
30% por conta do tamanho dos aparelhos e um aumento percentual x por conta do aumento do tamanho das residéncias. Por se
tratar apenas de uma estimativa, tome essas variagdes como consecutivas. Sendo assim, estime o aumento percentual no consumo
de energia com ar-condicionado por residéncia.

PROBLEMA 3
Na primeira fase da OPM 2017 vimos fatos sobre a simediana. Nesse problema, vamos apresentar mais fatos sobre elas.
Considere um triangulo ABC e M o ponto médio do lado BC. A ceviana AM é conhecida
como mediana do triangulo relativa ao vértice A. A simediana relativa ao vértice A é a reta
que também passa pelo ponto A e que forma os mesmos angulos que a mediana, mas
trocando a ordem dos &ngulos. Na figura a seguir temos as representacfes da mediana AM
e da simediana AX. Tome os pontos B’ sobre o lado AC e C' sobre o lado AB. Dizemos
que a reta B'C’ é antiparalela a BC quando os angulos £AB'C' e £ABC sdo iguais.

a) Mostre que os tridngulos ABC e AB'C' s8o semelhantes e conclua que a reta AX passa pelo ponto médio de B'C’.
O ponto simediano de um tridngulo é o ponto por onde passam as trés simedianas do tridngulo. Seja K o ponto simediano do
tridngulo ABC. Através do ponto K sdo tracadas retas antiparalelas X, X, Y.Y, e Z,Z, aos lados BC, CA e AB, respectivamente.

b) Prove que o tridngulo KZ,Y, € is6sceles.
c) Prove que os seis pontos X, X., Y., Y,, Z, € Z,, sdo equidistantes do ponto K. Isto implica que existe uma circunferéncia de centro
K que passa por estes seis pontos. Essa circunferéncia é conhecida como Primeiro Circulo de Lemoine.

PROBLEMA 4

Dizemos que um conjunto S de nimeros inteiros positivos é diofantino se existe um polindmio P(x, y,, ..., yx) com coeficientes
inteiros tal que x € S se, e somente se, existem inteiros positivos vy, ...,y tais que P(x,yy, ..., y) = 0. Diremos que P é um
polinémio associado ao conjunto S.

Por exemplo, 0s nimeros impares positivos formam um conjunto diofantino, pois, como x = 2y — 1 © x — 2y + 1 = 0, podemos
tomar P(x,y) =x— 2y +1 e temos que x pertence ao conjunto dos impares positivos se, e somente se, existe y tal que
Plx,y)=x—-2y+1=0.

a) A partir da equagdo x = (v + 1)(z + 1), prove que 0s nimeros compostos formam um conjunto diofantino.

b) Considere dois conjuntos diofantinos A e B aos quais estdo associados, respectivamente, polinémios P, e Pgz. Mostre que um
polindmio associado a A N B, intersec¢do dos conjuntos A e B, é (P,)? + (Pg)?.

Nesse item vocé pode querer utilizar que a interseccao de dois conjuntos é formada apenas pelos elementos que pertencem a ambos
0S conjuntos.

c) Dados P, e Pg, determine um polinémio associado a A U B, unido dos conjuntos A e B.
Nesse item vocé pode querer utilizar que a unido de dois conjuntos é formada pelos elementos que pertencem apenas ao conjunto
A ou apenas ao conjunto B ou a ambaos 0s conjuntos.

Considere a sequéncia de Fibonacci: Fy = 0, F; = 1 e F,,,, = F,,, + F,. Nos proximos itens provaremos que 0s nimeros inteiros
positivos pertencentes a sequéncia de Fibonacci formam um conjunto diofantino F = {1, 2,3,5, 8,13, 21, 34,55, 89, 144, ... }.
Considere os polindmios R(x,y) = x2 —xy —y*> + 1eS(z,w) = z°> — zw —w? — 1.

d) Resolva a equagdo R(1,y) = 0.

e) Mostre que S(x,y) = 0 é equivalente a R(y,x —y) = 0, isto é, o par ordenado (X, Y) é raiz do polindbmio S se, e somente se, 0
par ordenado (Y,X —Y) é raiz do polinémio R. Conclua que as raizes de R sdo 0s pares (F,, Fo,_1) € as raizes de S sdo o0s pares
(Fyp+1, F2x), para k inteiro positivo.

f) Mostre que o conjunto F dos nimeros de Fibonacci inteiros positivos é diofantino.



PROBLEMA 5

O jogo da velha pode ser generalizado para ser jogado em um hipercubo k-dimensional de aresta n, dividido em n* hipercubinhos
unitarios. Usualmente ele é jogado sobre um quadrado (hipercubo 2-dimensional) de lado (aresta) 3, dividido em 3% = 9 casinhas
(quadradinhos unitarios).

Os dois jogadores alternam seus lances. Em cada jogada, o jogador da vez marca em uma das n* casinhas o seu simbolo — x (xis)
para o primeiro jogador e O (bolinha) para o segundo. O primeiro jogador a completar n simbolos alinhados (vale qualquer reta,
incluindo qualquer tipo de diagonal) é o vencedor. Se todas as casinhas sdo preenchidas, mas nenhum jogador completa n simbolos
iguais alinhados, o jogo empata.

Como o primeiro lance é uma vantagem, com a estratégia ideal, o primeiro jogador nao deve perder nunca (se alguma vez vocé
comegou 0 jogo e perdeu, vocé usou uma estratégia ruim, bem ruim). Entdo podemos esperar que o primeiro jogador busque a
vitoria, enquanto o segundo tenta empatar. De fato, os principais especialistas acreditam que, para um dado valor de k, existe um
valor N de n tal que para hipercubos de aresta menor do que N o primeiro jogador tem uma estratégia vencedora e, para hipercubos
de aresta maior ou igual a N, o segundo jogador pode obter o empate. Nesse problema teremos algumas evidéncias de que isso
realmente ocorre em duas, trés e, mesmo, quatro dimensdes!

a) Uma das principais estratégias de empate é a de emparelhamento: para cada jogada do primeiro jogador — excetuando uma
possivel escolha da casa central, quando houver uma — se estabelece uma resposta distinta do segundo de modo que, no final da
partida, tais respostas impedem o primeiro jogador de completar todas as casinhas de um segmento de reta.
Expligue por que o diagrama a seguir mostra uma estratégia de emparelhamento para o quadrado de lado 5.

b) Vocé ja jogou o jogo da velha tridimensional? Para n = 2, 0 jogo é uma vit6ria muito facil do primeiro jogador, logo na sua
segunda jogada. Para n = 3, o primeiro jogador ainda vence. Para a situacdo apresentada a seguir em que cada um dos jogadores
fez uma jogada, mostre uma segunda jogada do primeiro jogador de modo que ele garanta a vitéria. Atencdo: ndo é necessario
apresentar todas as possiveis segundas jogadas que garantam a vitoria. Justifique por que essa segunda jogada garante a vitoria do

primeiro jogador.
0
X

¢) Podemos verificar que em um quadrado de lado n existem 2n + 2 alinhamentos (segmentos de reta) que, se preenchidos com
apenas um dos simbolos, levam a vitdria: n horizontais, n verticais e as duas diagonais. Quantos alinhamentos (segmentos de reta)
desse tipo existem em um cubo de aresta n?

d) Mostre que ndo existe uma estratégia de emparelhamento para o cubo de aresta 7. Atencéo: isso ndo significa que € impossivel
empatar em um cubo de aresta 7. Quer dizer apenas que a estratégia de emparelhamento, tal como descrita no item a, ndo pode ser
aplicada.

e) Para aprendermos a “imaginar” um hipercubo na quarta dimensio, vamos inicialmente observar como podemos visualizar um
cubo a partir de duas figuras: uma bidimensional e uma unidimensional.

Considere um quadrado de lado 3 em que cada uma de suas 32 = 9 casinhas esta identificada com um par de nimeros e uma outra
figura formada por trés casinhas identificadas com letras diferentes. Observe que essa segunda figura €, essencialmente, um
segmento de reta, ou seja, unidimensional.

c 11|12 |13 11b|12b|13b
c b 21122|23 21b|22b|23b
b a 3113233 31b|32b|33b




O cubo €, entdo, formado por casinhas identificadas pela justaposicdo de um par de nimeros e uma das letras.

11b|12b[13b
21b[22b)23b
31b|32b[33b

Observe que os alinhamentos nesse cubo sdo formados pelas casinhas que diferem apenas no primeiro nimero (por exemplo, reta
x); apenas no segundo namero (por exemplo, reta y); apenas na letra (por exemplo, reta z); nos dois nimeros (por exemplo, reta d);
no primeiro ndmero e na letra (por exemplo, reta e); no segundo nimero e na letra (por exemplo, reta f); ou nos trés (diagonais do
cubo). Em resumo, os alinhamentos sdo formados quando “juntamos” um segmento vertical do quadrado original com uma casinha
do segmento de reta; um segmento horizontal do quadrado original com uma casinha do segmento de reta; uma casinha do quadrado
original com o segmento de reta; uma diagonal do quadrado original com uma casinha do segmento de reta; um segmento vertical
do quadrado original com o segmento de reta; um segmento horizontal do quadrado original com o segmento de reta; ou uma
diagonal do quadrado original com o segmento de reta.

Podemos resumir tal “operagdo” que nos permite obter todos os alinhamentos do cubo da seguinte maneira: “juntamos” um segmento
de reta de uma das figuras com uma casinha da outra ou um segmento de reta de uma com um segmento de reta da outra.

Agora facamos a mesma operacao para os dois quadrados de lado 4 apresentados a seguir. Nao precisa desenhar a figura obtida, ela
é um hipercubo de aresta 4 que é formado por 4* casinhas. Cada casinha desses quadrados esta ocupada pelo nimero +1 ou —1.

+1 | +1 | -1 ] -1 +1 | -1 | 41 | +1
+1 | -1 | 41| -1 +1 | +1 | 41 | -1
1| +1 | -1 | +1 +1 | +1 | -1 | +1
—1 | -1 | 41| +1 —1 | +1 | 41 | +1

Durante a operacdo, também multiplicamos os nimeros das casinhas. Ao obtermos +1 devemos colocar um X na casinha
correspondente do hipercubo formado e ao obtermos —1 devemos colocar uma O. Prove que o jogo da velha quadridimensional
representado dessa forma acaba em um empate, ou seja, em todos os alinhamentos que aparecem no hipercubo temos pelo menos
um x e pelo menos uma O.
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Instrucdes:

e A duragdo da prova é de 4h. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
¢ Resolucdes a tinta ou a lapis.

« E permitido o uso de calculadora (ndo ¢ permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso a Internet).

¢ Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Em 1865, o economista inglés William Stanley Jevons observou que avancos tecnoldgicos que aumentaram a eficiéncia no uso de
carvdo acompanharam o aumento do consumo de carvao na industria. Esse fenémeno ficou conhecido como paradoxo de Jevons e
afirma que o aumento na eficiéncia no uso de um recurso, reduzindo a quantidade necessaria do recurso para qualquer uso, pode
levar ao aumento no consumo total do recurso. Consideraremos nesse problema que utilidade é o valor monetério que indica o
quanto uma pessoa valoriza algo.

Para ilustrar o fendmeno apresentado, suponha que na casa do Zé a iluminagdo da sala possa ser feita com uma lampada com
utilidade de 10 reais por més, ou seja, esse € 0 valor monetario que indica o quanto Zé valoriza a iluminag8o da sua sala com uma
lampada, ou com duas ldmpadas com utilidade de 15 reais por més. Sendo o custo de energia por [ampada de 6 reais por més, a sua
utilidade mensal, dada pela diferenca (utilidade de iluminagdo) - (custo com energia), é 10 — (1 X 6) = 4 reais com uma
lampada. E, da mesma forma, temos a utilidade mensal de 15 — (2 x 6) = 3 reais usando duas lampadas. Comparando as duas
situacdes, Zé nota que com uma lampada a utilidade mensal é maior. Por isso, ele opta por usar apenas uma lampada.

a) Ap6s um avango tecnoldgico, houve um aumento na eficiéncia do uso da energia e o custo com energia por lampada passou a ser
apenas de 4 reais por més. Considerando que as utilidades de iluminag&o sdo as mesmas, calcule a utilidade mensal para com uma
lampada e com duas lampadas. Considerando a utilidade mensal, qual opg¢ao Zé deveria escolher?

b) Suponha que haja apenas 1440 reais disponiveis para iluminar a sala de Zé. Depois disso, ndo haveria mais recursos para iluminar
a sala de Zé. Considerando as duas situagdes, com custos de energia de 6 reais por més por lampada e de 4 reais por més por
lampada, e que Zé escolha a opc¢do dentre uma ou duas lampadas com maior utilidade mensal em cada caso, por quantos anos seria
possivel iluminar a sala do Zé em cada uma das duas situacdes?

David Owen, em seu artigo The Efficiency Dilemma, fala sobre o paradoxo de Jevons e usa alguns dados para reforcar a existéncia
desse paradoxo. Por exemplo, entre 1993 e 2005, nos Estados Unidos os aparelhos de ar-condicionado tiveram sua eficiéncia média
aumentada em 28%. Com isso, um aparelho novo em 2005 consumia em média apenas 78% do que o seu similar em 1993.
Esperava-se que essa reducdo de 22% causasse uma redugdo no consumo de energia. Porém o consumo médio de energia com 0s
aparelhos por residéncia aumentou 37% nesse periodo.

Ja o0 economista James Barrett critica o paradoxo e defende que ndo é o aumento de eficiéncia que causa 0 aumento de consumo,
mas que o aumento de eficiéncia em geral ndo é suficiente para compensar 0 aumento de consumo, que acompanha o crescimento
da economia. Vamos estudar alguns dos argumentos de Barrett. A primeira observacdo de James € que as pessoas nao trocam de ar-
condicionado sempre que um modelo novo é langado. Considerando que em média uma familia usa um ar-condicionado por 20
anos, Barrett estima que, em média, um aparelho em 2005 consome 90% da energia que 0 seu similar consumia em 1993. Além
disso, as pessoas passaram a usar aparelhos maiores em suas residéncias e estima-se que isSO causou um aumento de
aproximadamente 30% no consumo de energia com esses aparelhos por residéncia.

c¢) O tamanho médio das residéncias americanas passou de 195 metros quadrados em 1993 para 226 metros quadrados em 2005.
Determine o aumento percentual x do tamanho médio das residéncias?

d) Admita que o aumento percentual x do tamanho médio das residéncias seja igual ao aumento percentual do consumo de energia
por residéncia. Considere que o consumo de energia sofreu uma reducdo de 10% por conta aumento da eficiéncia, um aumento de
30% por conta do tamanho dos aparelhos e um aumento percentual x por conta do aumento do tamanho das residéncias. Por se
tratar apenas de uma estimativa, tome essas variagdes como consecutivas. Sendo assim, estime 0 aumento percentual no consumo
de energia com ar-condicionado por residéncia.

PROBLEMA 2

Alguns raciocinios incorretos utilizando probabilidades podem aparecer em situagdes reais de juri. De fato, o impacto que podem
ter no resultado de julgamentos € de tal relevancia que alguns desses raciocinios recebem nomes especiais, por exemplo: Falacia
do Procurador, Falacia do Advogado de Defesa, Paradoxo de Berkson. Nesse problema vamos conhecer alguns desses erros
baseados em casos reais, infelizmente.
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Um dos casos mais notdrios do mau uso de probabilidades em julgamentos é o de Sally Clark.

A inglesa foi acusada em 1998 de ter matado seu primeiro filho quando tinha 11 semanas de idade e o segundo quando tinha 8
semanas de idade. Mortes de criangas em tdo tenra idade e para as quais 0s médicos ndo encontram uma explicacdo sdo chamadas
morte no bergo ou sindrome da morte stbita infantil (SMSI) e os pais ndo séo considerados suspeitos. Porém como o segundo filho
tinha alguma possivel evidéncia de ter sido asfixiado, a méae foi levada a julgamento.

A acusagdo tinha o renomado pediatra Sir Roy Meadow, o qual afirmou que “a chance de uma morte no bergo em uma familia do
status social da familia Clark é de cerca de uma em 8.543. Isso significa que a chance de haver duas mortes dessas na mesma familia
¢ igual ao quadrado desse nimero: uma chance em cerca de 73 milhdes.” Os testemunhos de Meadow foram muito decisivos e Sally
Clark acabou condenada, em 1999, a prisdo perpétua.

Em 2001, a Real Sociedade de Estatistica enviou uma queixa publica para o presidente da Camara dos Lordes na qual expunha os
erros de Meadow e a gravidade da situacdo. “Essa abordagem ¢, de forma geral, estatisticamente invalida. Seria valida apenas Se 0S
casos de SMSI surgissem independente dentro das familias, premissa que necessitaria de justificacdo empirica. Ndo sé essa
justificacdo empirica ndo foi fornecida no caso, como também ha fortes razdes a priori para supor que a premissa seja falsa. Pode
muito bem haver fatores genéticos ou ambientais desconhecidos que predisponham familias a SMSI, de modo que um segundo caso
na familia se torne muito mais provavel. ”

Essa analise, associada a disponibilizagdo de registros médicos para a defesa que mostravam que o segundo bebé estava sofrendo
de uma séria infec¢do bacteriana quando morreu, resultaram na libertacdo de Sally em 2003. Lamentavelmente, ela nunca se
recuperou da experiéncia traumatica e faleceu por intoxicagdo alcodlica aguda em 2007.

a) Mostre que podemos concluir a partir dos dados do enunciado que Meadow supOs que 0s eventos descritos a seguir sdo
independentes:

A: primeiro filho morre por SMSI

B: segundo filho morre por SMSI

b) Registros histéricos recentes da Inglaterra indicam que de 5 mil bebés nascidos apds uma morte por SMSI na familia, oito também
tiveram morte no berco. Levando em conta esse dado, estime a probabilidade, nas condi¢des do problema, de haver duas mortes por
SMSI em uma mesma familia.

Nos itens a e b, vocé pode desejar usar que:

p(ANnB) =p(A4) - p(B|A) em que p(B|A) é a probabilidade condicional do evento B dado 0 A

A e B s&o eventos independentes se, e somente se, p(A|B) = p(4)

¢) Um outro raciocinio incorreto que pode aparecer é motivado por tomarmos um conjunto de suspeitos grande demais. Vamos
supor que temos uma amostra de DNA obtida em uma cena de crime. Imagine que comparemos essa amostra com uma base de
dados de 20 mil pessoas e que a probabilidade de haver coincidéncia dessa amostra com o de uma pessoa qualquer sejade 1 em 10
mil. Se encontramos alguém tal que a coincidéncia ocorra, poderiamos dizer que a chance dessa pessoa ser inocente é de 1 em 10
mil? Veremos que ndo, pois como 20 mil pessoas foram testadas, houve 20 mil oportunidades de a coincidéncia ocorrer e é bem
provavel que aconteca para um grupo desse tamanho, mesmo que nenhuma dessas pessoas tenha chance alguma de ter cometido o
crime. E claro que se a pesquisa € restrita a um grupo pequeno de pessoas — por exemplo, as que tiveram acesso & cena do crime —
a probabilidade de a pessoa ser inocente &, realmente, pequena.

Calcule a probabilidade de que em um grupo qualquer de 20 mil pessoas encontremos pelo menos uma para a qual a amostra
coincida.

Vocé pode desejar usar nesse item que log 9999 ~ 3,9999566 e 10~%8%8 ~ 0,136.

PROBLEMA 3
Nesse problema veremos um algoritmo que permite escrever (se possivel) expressdes polinomiais como somas de quadrados, com
0 auxilio de matrizes. Por exemplo, seja f(x,y) = 2x* + 5y* — x2y? + 2x3y.
O primeiro passo é escrever f na forma quadratica

f=v"Qv,
em que v € uma matriz coluna com mondmios, Q € uma matriz simétrica cujas entradas s&o constantes reais e v” é a transposta de
v. Ou seja, as variaveis ficam somente em v e as constantes, em Q. No nosso caso, como v’ Qv eleva v “ao quadrado”, usamos
xZ
y2|
xy
Vocé pode querer utilizar o fato de que a matriz transposta é obtida pela troca de linhas por colunas em uma determinada matriz.
Em outras palavras, se M = (mij)rxs e N= (ni]-)sxr, entdo N = MT quando n;; =mj; paratodo 1<i<rel<j<s.

Além disso, uma matriz P € simétrica quando € igual a sua transposta, ou seja, P = PT.

v =

a) Escreva f na forma quadratica, ou seja, encontre constantes g;;, 1 < i < j < 3, tais que
Q11 G2 137 [x?
[x2 y? xy] [(hz Q22 q23||y?
Gi3 923 5 Xy
Aqui adotamos g5 = 5 para que a resposta seja Unica (sim, a matriz Q nao é necessariamente Gnica!)
b) O nosso préximo passo é encontrar uma matriz L e uma matriz diagonal D tal que Q = LT DL. Uma matriz diagonal é uma matriz
cujas entradas fora da diagonal principal sdo iguais a zero. Ou seja, queremos fazer

= 2x* + 5y* — x?y? + 2x3y para todos x,y € R.

‘gll €21 €31 dl 0 0 'Ell €12 €13
Q = ‘g12 €22 €32 0 d2 0 €21 'E22 'E23 .
f13 €23 €33 0 0 d3 €31 'E32 'E33



Mas nédo faremos isso diretamente (ndo abra essa Ultima conta!). Para isso, utilizaremos a identidade

A Bl _[ln BC A— BC BT 0
[ c]"[o ][ ][c -1gT 1] )
em que A, B e C sdo matrizes de tamanhos m X m, m Xnen >< n, respectivamente, e I, € a matriz identidade k x k. Por exemplo,
2 1 1

vamos escrever R=(1 2 0

1 0 1

na forma R = LT DL: primeiro tomamos A = [ ;] B = [(1)] e C = [1] (podemos fazer outras

1 0 1111 1 01 0 O
=010H120H010].

escolhas). Com isso,

0 0 1llo 0o 1fl1 0o 1
Ih, a matriz do meio n&o € diagonal! Tudo bem: quebramos a matrlz 2] emA = [1], B = [1] e C = [2], e fazemos de novo:
HEEARSIEA iz 1
1 21 o 1llo 2l1/2 1f
Substituindo, obtemos
1 0 111 1/2 o0J[1/2 0 OoJf1 O O]fL 0 O
R=010|0100201/210[010]
0 0 14lo o 11Lo o0 1JLO o0 1111 0 1
Fazendo o produto das duas ultimas matrizes obtemos
1 1/2 1][1/2 0 0] 1 0 0]
R=]0 1 o|l0 2 o0ff|1/2 1 0f
L0 L 0o 1fL1 o0 1i
1 0 0 1/2 0 0
ouseja,Lz[l/Z 1 0oleD=]0 2 OI.
1 0 1 0 0 1

Agora é a sua vez! Encontre as matrizes L e D para a sua matriz Q que vocé encontrou no item anterior.
¢) Agora que provamos que f(x,y) = vTQv = vTL'DLv = (Lv)TD(Lv), escreva f (x,y) como soma de quadrados.

PROBLEMA 4
Um dos Ultimos grandes teoremas gregos é o teorema de Pappus-Guldin:

Sendo F uma figura plana com &rea S e r uma reta a uma distancia d do centro de gravidade G de F. Entdo o volume do sélido
obtido através da rotacdo de F em torno de r é 2nSd.

F T

V = 2nSd

Esse fato foi descoberto por Pappus de Alexandria no século IV e reformulado com foco em centros de gravidade por Paul Guldin
entre 1635 e 1641. Nenhum dos dois deu uma demonstracdo formal para o teorema. Em 1668, James Gregory, um matemaético e
astronomo escocés que deu a primeira demonstragdo do teorema fundamental do Calculo, provou o teorema. Nesse problema, iremos
juntos desenvolver essa demonstracao.

A ideia principal de Gregory foi considerar uma espécie de cilindro, cujo volume é facil de calcular (area da base vezes altura), um
tronco desse cilindro e ai sim considerar o sélido de revolucéo.

Dada uma figura F, um cilindro de F de altura h é obtido através da unido de segmentos de reta de comprimento h perpendiculares
ao plano de F, com uma das extremidades em F. Dada também uma reta de revolucédo r, dois troncos de F sdo obtidos cortando o
cilindro de F com um plano que passa por r:

Ve

<

Cilindrode F Tronco de F




Antes de comecar, precisamos definir uma medida do tronco: dado um tronco de F com reta de revolucdo r, o plano de corte
intersecta o plano da base superior em uma reta s. Tragamos um plano a que contém s e € perpendicular ao plano de F. A distancia
de r a a sera denominada raio de rotacéo.

N

Figura 1
~~
S o Tronco
O S -
= = superior
= =
= o
o o
o a ©
= g Tronco
S 3 - -
2 F r Z inferior
<

Raio de rotacdo (R) Raio de rotacdo

a) Para a primeira parte desse problema, iremos usar uma variante do principio de Cavalieri, que diz que se seccionarmos dois
solidos por planos paralelos entre si e obtivermos &reas de sec¢des numa razdo constante k, entdo a razéo entre 0s volumes é também

S
k. Em outras palavras, se para todas seccdes paralelas S; e S, dos sélidos tivermos are: L=, entao = k.
2

No nosso exemplo, faremos secgdes perpendiculares ao eixo de rotagdo, ou seja, usaremos planos perpendlculares a reta r. Note
que esses planos sdo paralelos entre si. A seccdo vista na Figura 1 é um exemplo de corte feito por um desses planos. Na Figura 1
esta indicada a secgdo relativa ao tronco inferior, que forma um trapézio.

Copie a Figura 1 no seu Bloco de Respostas e desenhe a sec¢do relativa ao sélido de revolugdo de F em torno de r. Em seguida,
calcule a razdo entre as areas das seccOes relativas ao tronco inferior de F e o solido de revolucéo de F em torno de r.

,t F h
b) Prove que a razdo entre os volumes do tronco inferior de F e do sélido de revolucdo de F em torno de r é g ronco®) _ R , em que

rev(F) 2mR’

h € a altura do cilindro e R é o raio de rotagéo.

c) Agora relacionaremos os volumes do tronco de F com o do cilindro de F, e também analisaremos o centro de massa do tronco.
Faremos 0 caso em que F é simétrico e possui eixo de simetria perpendicular & reta de rotagdo r. Deste modo, 0s centros de
gravidade, tanto do tronco, como do cilindro pertencem ao plano de simetria do tronco e do cilindro. A seguir, apresentamos uma
base F e a sec¢do transversal que contém o eixo de simetria:

A B

Eixo de Mk k N

simetria

\/
v

D G c

Na figura anterior, M e N s&o pontos médios das alturas AD e BC do cilindro de F. Além disso, X, Y e Z s&o os centros de gravidade
do cilindro, do tronco superior e do tronco inferior de F, respectivamente. Usando a simetria e o fato de que se um plano divide um
solido em dois solidos de mesmo volume entdo o centro de gravidade estd sobre esse plano, explique por que Y esta sobre a reta
AN.

d) Sabe-se que se dois s6lidos tém volumes V; e V, e centros de gravidade X; e X, entdo o centro de gravidade da unido disjunta
dos dois s6lidos € o ponto X sobre o segmento X, X, tal que X, X - V; = X,X - V,. Usando esse fato, prove que a razdo entre 0s
volumes do tronco inferior e do cilindro de F ¢é

tronco(F) d

cilindro(F) ~ R’
em que d é a distancia do centro de gravidade G de F a reta de rotagdo r e R é o raio de rotacdo, como definido anteriormente.
e) Conclua a demonstracédo do teorema de Pappus-Guldin para figuras F simétricas.

A demonstracdo acima s6 funciona para F simétrico, mas se F ndo for simétrico, basta tomar uma reta ¢ qualquer que ndo corta F e
fazer uma copia simétrica F' de F com relacdo a t; aplicamos o teorema para F U F'. Efetivamente, para provar Pappus-Guldin basta
considerar o caso em que F é simétrico. Vocé ndo precisa fazer isso!



PROBLEMA 5
A sequéncia de Thue-Morse é formada usando apenas 0’s e 1’s. Ela é definida comegando-se com um 0 e acrescentando-se
repetidamente o complemento binario da sequéncia (trocando-se 1 por 0 e 0 por 1) até o ponto atual. Como o complemento binério
de 0 ¢ 1, entdo ficamos com 01. Como o complemento de 01 é 10, ficamos com 0110. Continuando, temos 0s proximos 4 termos
1001 e os 8 termos seguintes 10010110. Temos a sequéncia

0/1/10/1001|10010110|1001011001101001 ...
As barras foram colocadas para facilitar o entendimento da construcdo da sequéncia e das propriedades que estudaremos a seguir.

Essa sequéncia foi estudada pela primeira vez em 1851 pelo matematico francés Eugéne Prouhet, mas s6 ficou famosa ap6s o0s
trabalhos do norugués Axel Thue em 1906 e do americano Marston Morse em 1921. Dai vem 0 nome Thue-Morse. Nesse problema,
vamos provar uma das propriedades surpreendentes dessa sequéncia: nenhum bloco de digitos F se repete trés vezes consecutivas
nessa sequéncia. Por exemplo, ndo existe 111 e ndo existe 010010010, pois seriam repeticdes dos blocos “1” ¢ “010” trés vezes
consecutivas.
Usaremos a notagao a, para o primeiro termo da sequéncia, a, para o segundo e, assim, sucessivamente. Veja que apés cada barra
temos um termo a,n €, por isso, as poténcias de 2 serdo muito importantes no nosso estudo.
a) Mostre que, para0 < N < 2™, temos a,n,y # ay.
b) Considere os nimeros inteiros 0 < n; < n, < -+ < n,. Mostre que
_( O,setépar

R {1, se t é impar
c) Cada numero natural pode ser escrito de maneira nica como soma de poténcias de 2 distintas. Chamamos isso de representacdo
binaria do nimero.
Usando o item b, prove que a,, = a, € que a,, # dz,4+1. Para todo n natural, e conclua que na sequéncia de Thue-Morse nédo
existem 3 termos consecutivos iguais.

Vamos agora aprofundar a andlise dessa sequéncia. Suponha que ocorra na sequéncia de Thue-Morse a situacdo FFf onde F é um
bloco de k > 1 digitos e f é o primeiro digito de F. Em outras palavras,

Ai41Qi42 - Airk| Airks1Qivrz - Givarl Qivarsr
eM QUe Qjy1 = Qiyp+1 = Aivakt1 itz = Aivk+2s - itk = Aigzk, OUSEJA, Ay j = Ay jyp PAraj =12, .. k.
Vamos provar que isto ndo pode acontecer fazendo os casos k impar e k par.
d) Se k é impar, entdo podemos observar que exatamente um dos nimeros i + j ou i + j + k é par. Isso, combinado com o resultado
do item ¢, mostra que o bloco F tem que ser uma sequéncia alternada de zeros e uns.
Expligue por que, nesse caso, valeria as seguintes igualdades

Ait1 = Qv = Qitk+1 = Qit2ke = Qit2k+1

Em seguida, mostre que é impossivel satisfazer todas essas igualdades e conclua que ndo existe o bloco F no caso em que k é impar.

e) Para k par, se existe FFf, vamos tomar a primeira vez que isso ocorre na sequéncia, ou seja, tomamos o menor i possivel. Seja
k = 2t para um inteiro positivo t.
Se 0 i minimo é par, temos i = 2s e nosso pedago FFf de interesse é

As+1025+2 - Aostot| Qasiar+1zst2e+2 - astar] Azsrar+
Mostre que vale a,s = aygya¢-
Se tomarmos F' = dy Qys4q - Aps42¢—1 teremos os blocos F'F'f' acontecendo antes de FFf contrariando a suposicéo de que FFf
é a primeira ocorréncia.

f) Se 0 i minimo é impar, temos i = 2s — 1 e nosso pedago FFf de interesse é
ApsAz541 - Aas—142¢] Aast2tastaes - Qas—144t Azs+at
Mostre que podemos tomar o bloco F”' = asa,.q ... as_14¢ de modo que F"F" f'" aconteceria antes de FFf.
Isso conclui a demonstragdo, pois chegaremos em blocos com k impar (ja vimos no item d que ndo existem) ou em blocos com k
par sempre anteriores. N&o podera existir um primeiro e, portanto, ndo existe tal situacéo.



