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Folha de Perguntas

Instrucgoes: o A duracdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1Th30min.
e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Um carro hibrido elétrico é um automdvel que combina um motor a combustdo com um motor elétrico, o que permite reduzir o
esfor¢co do motor de combustéo e, assim, reduzir o consumo de combustiveis e a emissdo de poluentes.

Segundo especialistas, nos EUA, um comprador que dispde de cerca de US$6.200,00 a mais para comprar a versdo hibrida de um
luxuoso Lexus, economizara esse valor em gasolina dentro de cinco anos.

Os especialistas americanos usaram um periodo de recuperagdo de cinco anos, porgue esse é o tempo médio de propriedade de um
carro nos EUA. Eles também adotaram que um carro roda 19.300 km por ano. O desempenho do modelo hibrido é, em média, de
11 km com 1 litro de gasolina, e o do ndo hibrido, de 8,9 km.

a) Calcule quantos litros de gasolina serdo consumidos em 5 anos por um modelo hibrido e por um modelo néo hibrido.

b) Considerando que o preco atual do litro de gasolina é US$0,70, calcule o valor que um comprador do modelo hibrido do Lexus
gastard com gasolina em 5 anos. Suponha que o preco da gasolina ndo serd alterado.

c) Calcule o valor economizado pelo comprador do modelo hibrido. Os especialistas estdo certos em relacdo a previsdo de
economia? Justifique sua resposta.

PROBLEMA 2

Nos maiores aeroportos do mundo, como o aeroporto de Cumbica, em Guarulhos, é comum haver esteiras rolantes no chao para
economizar tempo de transferéncia entre terminais e entre portdes.

Suponha que a velocidade de uma dessas esteiras seja x m/s. Assim, uma pessoa que caminha com uma velocidade v m/s fora da
esteira tem uma velocidade (v + x) m/s quando caminha na esteira. Em particular, uma pessoa parada fora da esteira (v = 0 m/s)
tera velocidade (0 + x) = x m/s se ficar parada sobre a esteira.

v m/s (v+x)mis

—

)

a) Desert Pump é um garoto que gosta muito de correr e de fazer contas. Enquanto corria pelo aeroporto de Cumbuca, ele encontrou
uma esteira de 60 m de comprimento. Ele calcula que para percorrer essa distancia correndo fora da esteira ele demora 12 s, e para
percorrer essa distancia correndo sobre a esteira ele demora 10 s. Determine a velocidade de Desert correndo e também a velocidade
da esteira.

b) Suponha que a distancia entre dois portdes, A e B, é de 120 m. Suponha ainda que existe uma esteira de 60 m (a mesma do item
anterior) entre esses dois portdes que pode ser usada pelos passageiros para percorrer os 120 m mais rapidamente. Terencetaldo esta
no portdo A e precisa ir para o portdo B. Ao comecar seu trajeto ele percebe que o cadarco do pé direito do seu ténis desamarrou.
Para amarra-lo ele deve ficar parado (v = 0 m/s) durante 15 s. Considere que Terencetaldo caminha com velocidade de 2 m/s. Ele
possui trés op¢des para percorrer 0s 120 m.

i) N&o usa a esteira e amarra o cadargo antes de iniciar o trajeto.

ii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando ndo esta sobre a esteira.

iii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando esta sobre a esteira.
Para cada uma das trés opcdes, calcule o tempo necessario para Terencetaldo ir do portdo A até o portdo B. Usando qual das opgdes
ele chegara em menos tempo no portao B?
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PROBLEMA 3

< . . . , . ~ 1 ~
Nesse problema vamos estudar a Arvore de Euclides. Essa arvore é construida a partir da fracdo Te cada fracdo g gera duas novas
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fracoes ﬁ e pq—q. A seguir temos 0s termos iniciais dessa arvore.
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Para fazer o caminho voltando de uma fragdo qualquer % comm # n, até a fracdo 7 usamos 0s seguintes passos:

m m-—-n m m
— & sem>n e — &
n n n n—m

se m<n.

5 .
Por exemplo, comegando de — temos 0s seguintes passos:

Como 5 < 12 a fragdo veio de %_5 = ; Como 5 < 7 essa fracdo foi gerada por 75: = g Agora temos 5 > 2, entdo a fracdo foi

gerada por 5%2 = ; Seguindo esses passos chegamos no caminho
5 5 5 3 1 1

= ]
12 7 2 2 2 1
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a) Determine o caminho voltando da fragdo Sata fracéo o escrevendo as fragGes obtidas em cada passo.

- ~ p - - iy -~ , ~ 1 . . 1 .
Vamos atribuir a cada fragdo um ndmero inteiro positivo que representa sua posi¢ao na arvore. A fragdo T esta na posicao 1, - esta
-~ 2 . .~ 1 . . . - ~ ~
na posicao 2, T esta na posicao 3, 3 esta na posicao 4, e assim por diante. Como cada fragdo gera duas fragGes, podemos observar
~ - . N ~ + ~ -~ .
que se uma fracéo s possui posicdo N as fragles ﬁ e ”q—q geradas dela ocupardo as posi¢des 2N e 2N + 1, respectivamente. Dessa

forma, para achar o termo que ocupa a posicdo t vamos dividindo por 2 até obter quociente 1. Depois devemos fazer 0s passos no
sentido contrario, multiplicando por 2, ou multiplicando por 2 e somando 1, de acordo com 0s restos obtidos nas divisdes por 2.
Por exemplo, para encontrar a fracdo que ocupa a posicdo 88 dividimos 88 por 2, obtendo quociente 44 e resto 0, ou seja,

88=2-44+0
Agora, dividimos 44 por 2, obtendo quociente 22 e resto 0, ou seja,
44=2-224+0
Continuando o processo, obtemos
22=2-11+0
11=2-5+1
5=2-2+1
2=2-1+0

€ paramos aqui, pois obtivemos quociente 1.
Os restos obtidos, de baixo para cima, sdo 0, 1, 1, 0, 0, 0. Logo fazemos uma soma no denominador, duas no numerador e,
finalmente, trés somas no denominador. A ramificagdo da arvore é, entéo,

1 1 1 1+2 3 342 5 5 5 5 5 5 5

bl d == - — —

1 1+1 2 2 2 2

- = — - =— D — =
245 7 745 12 1245 17

Ou em resumo

->—=>
1 2 2

S =5 — 5 —

"2
1 1 3 5 5 5 5
- = .
2 7 12 17

Portanto a fragdo na posigdo 88 é %
b) Usando os passos anteriores, determine a fragdo que esta na posicéo 114.
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PROBLEMA 4

Seja x um namero real positivo tal que x =1 +§. Considere o quadrado EFGH a

1
X

seguir, formado por quatro retangulos de lados x e i e um quadrilatero central ABCD.

a) Mostre que ABCD é um quadrado unitario, ou seja, mostre que 0s quatro angulos
internos sdo retos e que os lados tém medida unitaria. Determine, entdo, a area de
EFGH.

b) O quadrado EFGH tem lado de medida ax — b, em que a e b sdo nimeros inteiros
positivos. Calcule esses valores.

¢) Encontre o valor de x.
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PROBLEMA 5

Existem muitas identidades algébricas na Matematica. Nesse problema vamos estudar algumas identidades algébricas e através de
interpretacdes geométricas vamos ver um modo interessante de demonstra-las considerando algumas limitagdes.

Comegaremos com dois niimeros positivos a e b com a > b. Note que a? — b? ¢ a area da primeira figura a seguir. Ao deslocarmos
o retangulo de baixo fazendo coincidir o lado (a — b) formando um retangulo de lados (a — b) e (a + b).

a

atb

=> a—b

a—>b

1
b

a—>b
Como as duas figuras possuem a mesma area podemos concluir que vale a identidade a? — b% = (a + b)(a — b).
a) A figura a seguir representa um quadrado de lado (a + b) e uma forma de recorta-lo em dois quadrados e dois retangulos.
Considerando a area do quadrado é igual a soma das areas das figuras recortadas, que identidade algébrica esta sendo representada?

tb

O paralelepipedo retorretangulo € um sélido tal que todos os seus planos sdo perpendiculares entre si (como uma caixa de sapatos).
Se seus lados possuem medidas a, b e ¢ entdo seu volume é igual ao produto dos trés lados a - b - c¢. Por exemplo, um cubo de lado
L é um paralelepipedo reto retangulo com todos os lados iguais a L e portanto possui volume L - L - L = L3.

b) A figura a seguir representa um cubo de lado (a + b) e uma forma de recorta-lo em 2 cubos e 3 paralelepipedos retorretangulos.
Determine os volumes de cada uma das 5 figuras.

y ofe
e
W

¢) Considerando que o volume do cubo maior é igual a soma dos cinco volumes menores, qual identidade algébrica esta sendo
representada?

d) Uma das sequéncias mais famosas da matematica é a sequéncia de Fibonacci. Ela é definida por F; = 1, F, = 1 e para calcular
cada termo a partir do F; n6s somamos 0s dois termos anteriores. Os termos iniciais sdo 1,1,2,3,5,8,13, ...

Considere os termos 99, 100 e 101 da sequéncia de Fibonacci Fyq, F1oo € Fio1, respectivamente. Usando a identidade obtida no
item c, explique por que

a+b

?4—?

a

3 3
) Fioo + Fs9 + 3 Fi01 Fig0 Foo
é um cubo perfeito.
Observagéo: um nimero é chamado de cubo perfeito quando é igual a um nimero inteiro elevado ao cubo.
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Instrugdes: e A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1Th30min.
e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolucdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Um carro hibrido elétrico é um automével que combina um motor a combustdo com um motor elétrico, 0 que permite reduzir o
esforco do motor de combustdo e, assim, reduzir o consumo de combustiveis e a emissao de poluentes.

Segundo especialistas, nos EUA, um comprador que dispde de cerca de US$6.200,00 a mais para comprar a versdo hibrida de um
luxuoso Lexus, economizara esse valor em gasolina dentro de cinco anos.

Os especialistas americanos usaram um periodo de recuperagdo de cinco anos, porque esse é o tempo médio de propriedade de um
carro nos EUA. Eles também adotaram que um carro roda 19.300 km por ano. O desempenho do modelo hibrido é, em média, de
11 km com 1 litro de gasolina, e 0 do ndo hibrido, de 8,9 km.

a) Calcule quantos litros de gasolina serdo consumidos em 5 anos por um modelo hibrido e por um modelo ndo hibrido.

b) Considerando que o preco atual do litro de gasolina é US$0,70, calcule o valor que um comprador do modelo hibrido do Lexus
gastard com gasolina em 5 anos. Suponha que o preco da gasolina ndo ser alterado.

c) Calcule o valor economizado pelo comprador do modelo hibrido. Os especialistas estdo certos em relagdo a previsdo de
economia? Justifique sua resposta.

PROBLEMA 2

Nos maiores aeroportos do mundo, como o aeroporto de Cumbica, em Guarulhos, é comum haver esteiras rolantes no chdo para
economizar tempo de transferéncia entre terminais e entre portdes.

Suponha que a velocidade de uma dessas esteiras seja x m/s. Assim, uma pessoa que caminha com uma velocidade v m/s fora da
esteira tem uma velocidade (v + x) m/s quando caminha na esteira. Em particular, uma pessoa parada fora da esteira (v = 0 m/s)
tera velocidade (0 + x) = x m/s se ficar parada sobre a esteira.

v m/s (v+x)mis

—

)

a) Desert Pump é um garoto que gosta muito de correr e de fazer contas. Enquanto corria pelo aeroporto de Cumbuca, ele encontrou
uma esteira de 60 m de comprimento. Ele calcula que para percorrer essa distancia correndo fora da esteira ele demora 12 s, e para
percorrer essa distancia correndo sobre a esteira ele demora 10 s. Determine a velocidade de Desert correndo e também a velocidade
da esteira.

b) Suponha que a distancia entre dois portdes, A e B, é de 120 m. Suponha ainda que existe uma esteira de 60 m (a mesma do item
anterior) entre esses dois portdes que pode ser usada pelos passageiros para percorrer os 120 m mais rapidamente. Terencetaldo esta
no portdo A e precisa ir para o portdo B. Ao comecar seu trajeto ele percebe que o cadarco do pé direito do seu ténis desamarrou.
Para amarra-lo ele deve ficar parado (v = 0 m/s) durante 15 s. Considere que Terencetaldo caminha com velocidade de 2 m/s. Ele
possui trés op¢des para percorrer os 120 m.

i) N&o usa a esteira e amarra 0 cadargo antes de iniciar o trajeto.

ii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando ndo esta sobre a esteira.

iii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando esta sobre a esteira.
Para cada uma das trés opgdes, calcule o tempo necessario para Terencetaldo ir do portdo A até o portdo B. Usando qual das opgdes
ele chegara em menos tempo no portao B?

PROBLEMA 3

Considere um triangulo ABC e M o ponto médio do lado BC. O
segmento AM é conhecida como mediana do triangulo relativa
ao vértice A. A simediana relativa ao veértice A é a reta que
também passa pelo ponto A e que forma os mesmos angulos que
a mediana, mas trocando a ordem dos &ngulos. Na figura a
seguir, temos as representacfes da mediana AM e da simediana
AX. Observe a igualdade de ngulos £BAX = £MAC.
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Nesse problema, vamos estudar mais sobre a simediana e como
construi-la.

Considere o triangulo acutangulo ABC, o ponto médio M do
lado BC e a circunferéncia I’ que passa pelos pontos 4, B e C.
Pelo vértice B tracamos a reta perpendicular ao lado AB
intersectando o prolongamento do AC no ponto D. De maneira
anéloga, tracamos a perpendicular ao lado AC pelo vértice C
intersectando a reta AB em E. Seja S o ponto médio do
segmento DE.

PROBLEMA 4

Nessa questdo, ndés demonstraremos, sem o auxilio do
Teorema de Pitagoras, que, sendom e n inteiros positivos,
m > n, um tridngulo com lados m? — n?, 2mn e m? + n? é
retangulo.

a) Sejam O = (0,0) a origem, X = (a,b) e Y = (—b,a).
Mostre que os segmentos 0X e OY sdo perpendiculares.
Vocé pode desejar utilizar a figura a seguir:

b) No sistema cartesiano a seguir, considere o segmento com
extremidades A = (mn,n?) e A’ = (—mn, —n?). Considere
ainda 0 segmento com extremidades B = (—mn,m?) e

a) Mostre que existe uma circunferéncia de centro S que passa
pelos pontos B, C, D e E, ou seja, que SB = SC = SD = SE.

b) Mostre que os triangulos ABC e ADE sdo semelhantes.

c) Explique por que AS é a simediana do vértice A4, ou seja, por
que £BAS = £CAM.

d) Mostre que £SBC = £BAC = +SCB.

Como consequéncia, se tomarmos um triangulo ABC, sua
circunferéncia circunscrita I' e o ponto S de encontro das
tangentes ' pelos pontos B e C, entdo AS € simediana do
tridngulo ABC. (vocé ja pode usar esse fato conhecido nas
préximas competigdes!)

Vocé pode querer utilizar os seguintes fatos conhecidos:

Fato 1: a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo
retangulo possui comprimento igual a metade do comprimento
da hipotenusa.

Fato 2: Dados 4 pontos X, Y, Z e W sobre uma circunferéncia
de centro O com Z, W e O no mesmo lado em relacéo a reta XY
(como na figura a seguir) podemos afirmar que 2XZY =

LXWY = %AXOY.

0 = (0,0). Utilizando o item a, prove que AA’ e OB sdo
perpendiculares.

Al
¢) Demonstre que os triangulos OBA’ e OBA sdo congruentes.
d) Considere o ponto ¢ = (—mn, n?). Verifique que o
tridngulo ABC satisfaz as condigdes do nosso problema, ou
seja, tem lados m? — n?, 2mn e m? + n? e é retangulo.
Lembre-se que ndo vale utilizar o Teorema de Pitégoras.
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PROBLEMA 5
Um fato matematico surpreendente é que existe a mesma quantidade de nimeros inteiros positivos e de nimeros racionais positivos

(nimeros que podem ser escritos como fracéo irredutivel s). A surpresa vem do fato de que todo ndmero inteiro positivo n pode ser

. ~ . , . , . . . 1 , . .
escrito como fracdo irredutivel % mas nem todo racional é inteiro positivo, como por exemplo > No contexto matematico, dois

conjuntos (finitos ou infinitos) possuem a mesma quantidade de elementos se podemos relacionar cada elemento de um conjunto
com um elemento diferente do outro conjunto e vice-versa. Chamamos isso de bijecao.
Nesse problema vamos estudar uma bijecdo entre os inteiros positivos e 0s racionais positivos usando a Arvore de Euclides. Essa

, , , . ~ 1 ~ ~ + . e e .
arvore é construida a partir da fracdo e cada fragéo S gera duas novas fracdes ﬁ e pq—q. A seguir temos os termos iniciais dessa
arvore.
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Para fazer o caminho voltando de uma fragdo qualquer % comm # n, até a fracdo 7 Usamos 0s seguintes passos

m m-—-n m m
— sem>n e — <
n n n n—m

5 .
Por exemplo, comegando de — temos os seguintes passos:

se m<n.

Como 5 < 12 a fragdo veio de % = % Como 5 < 7 essa fragdo foi gerada por :—5 = g Agora temos 5 > 2, entdo a fracdo foi

5-2 3 - .

gerada por - =5 Seguindo esses passos chegamos no caminho

5 5 5 3 1 1

— e e — e — = —,

u 12 17 2 2 2 1
a) Determine o caminho voltando da fracdo 5 até a fracdo T escrevendo as fragfes obtidas em cada passo.
Vamos atribuir a cada fragdo um numero inteiro positivo que representa sua posi¢do na arvore. A fragao % estd na posicao 1, % esta
- 2 , .~ 1 , . . . o ~

na posicao 2, T esta na posicao 3, 3 estd na posicao 4, e assim por diante. Como cada fracdo gera duas fragdes, podemos observar
que se uma fracdo Z possui posicdo N as fragdes ﬁ e pqﬂ geradas dela ocupardo as posicdes 2N e 2N + 1, respectivamente. Dessa

forma, para achar o termo que ocupa a posi¢do t vamos dividindo por 2 até obter quociente 1. Depois devemos fazer 0s passos no
sentido contrério, multiplicando por 2, ou multiplicando por 2 e somando 1, de acordo com 0s restos obtidos nas divis6es por 2.
Por exemplo, para encontrar a fracdo que ocupa a posicdo 88 dividimos 88 por 2, obtendo quociente 44 e resto 0, ou seja,

88=2-44+4+0
Agora, dividimos 44 por 2, obtendo quociente 22 e resto 0, ou seja,
44=2-224+0
Continuando o processo, obtemos
22=2-11+0
11=2-5+1
5=2-2+1
2=2-1+40

e paramos aqui, pois obtivemos quociente 1.
Os restos obtidos, de baixo para cima, sdo 0, 1, 1, 0, 0, 0. Logo fazemos uma soma no denominador, duas no numerador e,
finalmente, trés somas no denominador. A ramificacdo da arvore é, entdo,

1 1 1 142 3 342 5 5 5 5 5 5 5

- = == _—— g == = =
1 1+1 2 2 2 2 2+5 7 7+5 12 1245 17

ou, em resumo,

->—=>
1 2 2

S =5 — 5 —

T2
1 1 3 5 5 5 5
- = .
2 7 12 17
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b) Usando os passos anteriores, determine a fragcdo que estd na posicao 110.

Talvez a maior magica dessa bije¢do é encontrar uma forma de obter a fragdo x,,,; na posicdo (n + 1) a partir da fracdo x, na
posicdo n. De fato, vamos mostrar que vale a seguinte equacao de recorréncia:

X =—,
T 20, + 1 —x,
onde |x, ] denota a parte inteira do nimero x,, e é igual ao maior inteiro que é menor ou igual a x,,.
~ -~ ) 4 4 1 1 3 .
Por exemplo, para a fracdo na posi¢do 9 é dada por x4 = 5 temos 1< ;< 2= |xgl=1¢ Tl = 52— que de fato € a
9 —A9 -
3

1 1 1

2lenl+l-an  2k+1-% K+l

~ .~ k , . . ~ .
fracdo x;, que ocupa a posicdo 10. Observe que se x,, = T estano fim de uma linha, entdo x,,,; = que é

justamente o primeiro termo da linha seguinte.

~ . + ~ - ~ ~ .
c) Mostre que se duas fracbes consecutivas x,, = ﬁ € Xppq = pq—q sdo geradas a partir da mesma fracéo Z, entdo elas satisfazem a
equacdo de recorréncia.

d) Considere duas fracBes consecutivas x, € x;., ha &rvore, mas que nao foram geradas da mesma fracdo. Mostre que elas
satisfazem a equacdo de recorréncia.

Sugestdo: mesmo ndo sendo geradas da mesma fracdo subindo através da drvore sempre podemos chegar numa fragdo S que

aparece no caminho dessas duas fragdes e escrever cada uma delas em fungdo de p, q e do numero de subidas na drvore. Por
7 3 . (1

exemplo, para x,9 = 3€%20 =3 a fragdo comum é >
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Instrugoes: e A duracio da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1Th30min.
e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Nos maiores aeroportos do mundo, como o aeroporto de Cumbica, em Guarulhos, é comum haver esteiras rolantes no chao para
economizar tempo de transferéncia entre terminais e entre portdes.

Suponha que a velocidade de uma dessas esteiras seja x m/s. Assim, uma pessoa que caminha com uma velocidade v m/s fora da
esteira tem uma velocidade (v + x) m/s quando caminha na esteira. Em particular, uma pessoa parada fora da esteira (v = 0 m/s)
terd velocidade (0 + x) = x m/s se ficar parada sobre a esteira.

v m/s (v+x) mls
)

a) Desert Pump é um garoto que gosta muito de correr e de fazer contas. Enquanto corria pelo aeroporto de Cumbuca, ele encontrou
uma esteira de 60 m de comprimento. Ele calcula que para percorrer essa distancia correndo fora da esteira ele demora 12 s, e para
percorrer essa distancia correndo sobre a esteira ele demora 10 s. Determine a velocidade de Desert correndo e também a velocidade
da esteira.
b) Suponha que a distancia entre dois portdes, A e B, é de 120 m. Suponha ainda que existe uma esteira de 60 m (a mesma do item
anterior) entre esses dois portdes que pode ser usada pelos passageiros para percorrer 0s 120 m mais rapidamente. Terencetaldo esta
no portdo A e precisa ir para o portdo B. Ao comegar seu trajeto ele percebe que o cadargo do pé direito do seu ténis desamarrou.
Para amarra-lo ele deve ficar parado (v = 0 m/s) durante 15 s. Considere que Terencetaldo caminha com velocidade de 2 m/s. Ele
possui trés op¢des para percorrer 0s 120 m.

i) N&o usa a esteira e amarra o cadar¢o antes de iniciar o trajeto.

ii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando ndo esta sobre a esteira.

iii) Usa a esteira e amarra o cadargo quando esté sobre a esteira.
Para cada uma das trés opgdes, calcule o tempo necessario para Terencetaldo ir do portdo A até o portdo B. Usando qual das opges
ele chegara em menos tempo no portdo B?

PROBLEMA 2
Vamos supor nesse problema que a linha do Equador é uma circunferéncia C.

Imagine que iremos envolver a linha do Equador com uma corda cuja medida é 2 metros maior do que a medida de C. Em um
determinado ponto iremos puxar essa corda 0 maximo que pudermos, como mostra a figura a seguir. Qual sera a altura h que
atingiremos? Essa é a pergunta que desejamos responder nessa questéo.

a) Determine a medida de y, indicado na figura, em funcéo de R e x, em que R esta em metros e x em radianos.
b) Mostre que tgx — x = %'
c) Verifique que h = R(-cosx)

Ccosx

- . . » 3 2
d) E claro que x serd bastante pequeno. Assim, podemos adotar as aproximacles tgx = x +x? e cosx~1 —x?. Adotando
R = 6,4 -10° m, determine h em metros.
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PROBLEMA 3

Considere um triangulo ABC e M o ponto médio do lado BC. O
segmento AM é conhecida como mediana do triangulo relativa
ao vértice A. A simediana relativa ao vértice A é a reta que
também passa pelo ponto A e que forma os mesmos angulos que

Considere o triangulo acutangulo ABC, o ponto médio M do
lado BC e a circunferéncia I' que passa pelos pontos 4, B e C.
Pelo vértice B tragcamos a reta perpendicular ao lado AB
intersectando o prolongamento do AC no ponto D. De maneira
analoga, tracamos a perpendicular ao lado AC pelo vértice C

a mediana, mas trocando a ordem dos &ngulos. Na figura a
seguir, temos as representacfes da mediana AM e da simediana
AX. Observe a igualdade de angulos £BAX = £MAC.

A

intersectando a reta AB em E. Seja S o ponto médio do
segmento DE.

a) Mostre que existe uma circunferéncia de centro S que passa
pelos pontos B, C, D e E, ou seja, que SB = SC = SD = SE.

b) Mostre que os tridngulos ABC e ADE sdo semelhantes.

c) Explique por que AS é a simediana do vértice A4, ou seja, por
que £BAS = £CAM.

d) Mostre que £SBC = £BAC = +SCB.

Como consequéncia, se tomarmos um triangulo ABC, sua

1
1
1
\
B X M ) le]

circunferéncia circunscrita I' e o ponto S de encontro das

Nesse problema, vamos estudar mais sobre a simediana e como | tangentes T' pelos pontos B e C, entdo AS € simediana do

construi-la. tridngulo ABC. (vocé j& pode usar esse fato conhecido nas
A préximas competicdes!)

Vocé pode querer utilizar os seguintes fatos conhecidos:

Fato 1: a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo
retangulo possui comprimento igual a metade do comprimento
da hipotenusa.

Fato 2: Dados 4 pontos X, Y, Z e W sobre uma circunferéncia
de centro O com Z, W e 0 no mesmo lado em relacéo a reta XY
(como na figura a seguir) podemos afirmar que

1
2XZY = £LXWY = EAXOY.

PROBLEMA 4

Dizemos que um nimero é algébrico quando ele é raiz de um polindmio com coeficientes inteiros. Por exemplo: 1 é algébrico, pois
é raiz de x — 1; /2 ¢ algébrico, pois € raiz de x% — 2.

Quando um numero ndo é algébrico, dizemos que ele é transcendental. As demonstragdes de transcendéncia sdo, em geral, bem
dificeis. As famosas constantes = =~ 3,14 e e = 2,72 s80 numeros transcendentais.

Assim, podemos entender porque um dos resultados mais celebrados da Matematica no século passado foi o Teorema de Gelfond-
Schneider. Ele foi demonstrado independentemente por esses dois matematicos em 1934,

Seja a um nimero algébrico, a diferente de 0 e 1, e b um nimero algébrico irracional. Entdo a? é um nimero transcendental.

Iremos provar a transcendéncia de um nimero utilizando Gelfond-Schneider.

~ 2 1+V5 | , L . e A . - L
a) Prove que a razéo aurea, ¢ = —— € um nlimero algébrico. Ou seja, apresente um polindmio com coeficientes inteiros que tem ¢

como uma de suas raizes.

b) Mostre que, para todo n inteiro positivo, ¢™ é irracional. Nesse item, basta mostrar que @™ = r-+/5 +s, em que r e s S0
nGmeros racionais.

Vocé pode desejar utilizar o Binémio de Newton:

n

(a+b)" = Z (Z) a™ kpk

k=0
c) A partir do item b, demonstre que log ¢ é um ndmero irracional.

d) Utilizando o Teorema de Gelfond-Schneider, conclua que log ¢ é um nimero transcendental.
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PROBLEMA 5

Uma ferramenta bastante til em Combinatéria é o grafo, que é definido como o par ordenado G = (V, A), em que V é o conjunto de
vértices e A é um conjunto de pares {v, w} de vértices, denominados arestas (também dizemos que v e w estdo ligados). A maneira
mais usual de representar um grafo é fazer um desenho com pontos representando vértices e curvas ou segmentos ligando dois
pontos representando arestas:

b
4

1 a

2 2

3 d
e
3 1
4
c

Figura 1: duas maneiras de desenhar o mesmo grafo Figura 2: ciclo

Alguns grafos sdo especiais e recebem nomes. Um ciclo € uma sequéncia de vértices vy, v,, ..., 1, tais que v; e v;,, estdo ligados,
parai = 1,2,...,n—1e v, e v, estdo ligados (veja a figura 2 acima).

O objeto de estudo desse problema séo as florestas. Uma floresta é um grafo que ndo contém ciclos. Cada parte conectada de uma
floresta é uma arvore. Arvores sio muito utilizadas em computagdo; por exemplo, em buscas de websites. Uma defini¢do que ajuda
nesse sentido é definir um vértice como ponto inicial da busca; denominamos tal vértice a raiz da arvore. Na figura 3 exibimos uma
floresta, com cada arvore tendo uma raiz.

8 4 3 2
2 5 @/ 7 2 #: 1
3 9
1 6 1 3
Figura 3: floresta com n = 9 vértices e k = 3 arvores com raiz Figura 4: essas duas arvores sdo diferentes!

Nesse problema, calcularemos o nimero de maneiras de formar arvores com vértices rotulados de 1 a n. Em particular, rvores com
0 mesmo formato, mas com vértices numerados em outra ordem serdo consideradas diferentes.

Seja F,,; a quantidade de florestas com n vértices divididos em k arvores, todas com raiz (ou seja, precisamos montar as arvores e
escolher um vértice de cada &rvore para ser sua raiz).

a) Calcule F, ,.

b) Vamos contar o nimero de maneiras T de escolher uma floresta com n vértices em k arvores, todas com raiz, e depois escolher
um de seus vértices que ndo € raiz. Explique por que T = (n — k)F, .

c)Mostreque T =n -k - Fpy 41

d) Verifique que F, ; = ﬁ ‘n-Fy,.

e) A partir dos resultados dos itens b e c, mostre que F,; = n"", e prove que 0 nimero de maneiras de formar arvores com vértices
rotulados de 1 an é n™ 2.



