XXXVIIIl OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Fase Final (12 de novembro de 2014)
Nivel « (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br
Folha de Perguntas

Instrucdes:

o A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

o Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

o Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolucgdes.
o Resolucdes a tinta ou a lapis.

o E permitido o uso de calculadora (ndo é permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso & Internet).

* Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

De acordo com a Wikipédia, aproximadamente 98% da Antartica esta coberta por um manto de gelo, que possui em média dois
quilémetros de espessura. Essa cobertura de gelo tem um volume estimado em 25,4 milhdes de quilémetros cubicos, contendo 70%
de toda a 4gua doce do planeta.

O Brasil apresenta 14% da &4gua doce do planeta e desse volume, 80% encontra-se na regido amazonica.

a) Baseando-se nesses dados, pode-se afirmar que mais de 10% da agua doce do planeta estd na regido amazdnica? Nao se esqueca
de justificar sua resposta.

b) Calcule o volume estimado de agua doce na regido amazonica.

PROBLEMA 2
As eleiges para alguns cargos legislativos (vereador e deputados estaduais e federais) sdo feitas no Brasil usando o sistema
proporcional de votos. A ideia € contar os votos para cada partido (ou coligagdo), independente do candidato, e dividir as vagas de
modo que cada partido tenha uma quantidade de cadeiras aproximadamente proporcional ao total de votos. S6 entdo se considera as
votacOes individuais dos candidatos: as vagas sdo preenchidas pelos candidatos mais votados de cada partido.

Mas as contas ficam um pouco mais elaboradas quando consideramos as sobras. Como essas vagas sdo determinadas?

e Primeiro, calcula-se o quociente eleitoral Q, que é o total de votos validos dividido pelo total de vagas.

e Depois, calcula-se 0 nimero de vagas para cada partido dividindo-se o nimero de votos de cada partido por Q. Os
algarismos depois da virgula sdo desprezados (mesmo se forem iguais a 5 ou mais).

e Geralmente sobram vagas para serem preenchidas, e fazemos isso preenchendo uma vaga de cada vez: divide-se o total de
votos de cada partido pela quantidade de vagas obtidas por cada partido mais 1. O maior nimero fica com a primeira vaga.
Fazemos 0 mesmo para a préxima vaga, tomando o cuidado de atualizar as quantidades de vagas a cada passo.

Por exemplo, suponha que na cidade de Matemopolina 4 partidos, PPM (Partido Paulista de Matematica), PBM (Partido Brasileiro
da Matematica), PM (Partido da Matematica) e MAT (Matematicos), estejam concorrendo a 16 vagas na Assembleia Matematica.
Nessa eleicdo, os 8.890 votos validos foram distribuidos da seguinte forma:

PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 | 2.718 1.414

O quociente eleitoral é

8890
= ? = 555,625
Deste modo, as quantidades de vagas sao
PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 2.718 1.414

555,625 =2} 555,625 ~ )6 555,625 =289 555,625 =[2] 54

Com isso, preenchemos 2 + 5 + 4 + 2 = 13 vagas. Faltam 16 — 13 = 3. A seguinte tabela indica como as duas vagas seguintes séo
atribuidas:

PPM PBM PM MAT Dono da vaga
1618 ~ 539,3 3.140 ~ 523,3 ﬁ = 543,6 ﬂ =471,3 PM
2+1 ’ 5+1 ’ 4+1 ’ 2+1 ’

1618 ~ 539,3 3.140 ~ 523,3 @ = 453 ﬂ =471,3 PPM
2+1 ’ 5+1 ’ 5+1 2+1 ’

a) Para que partido € atribuida a Ultima vaga dessa eleigdo?
b) Ocorreu outra eleicdo, agora para a CAmara dos Matemadores na cidade de Matemalinos. S8o somente 9 vagas, e 0s resultados
foram os seguintes:

PPM PBM PM MAT
1.900 | 1.350 550 2.250
Quantas vagas ficaram para cada partido nessa eleicdo? N&o se esqueca de mostrar os seus calculos.



http://pt.wikipedia.org/wiki/Manto_de_gelo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quil%C3%B4metro
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quil%C3%B4metros_c%C3%BAbicos

PROBLEMA 3

Domind é um jogo formado por pegas de dimensfes 1 x 2, cada uma tendo dois nimeros, ambos entre 0 e 6. Ha exatamente 28
pecas, que sdo todos os pares possiveis de dois nimeros de 0 a 6, cada par exatamente uma vez. Um passatempo criado utilizando as
pecas do domind é formar um tabuleiro 7 x 8 de nimeros variando de 0 a 6 e cobri-lo usando exatamente uma vez cada um dos 28
dominos.

a) Considere o tabuleiro de nimeros abaixo em que alguns dominés ja estdo marcados.

6 2 5 3|66 3 1

2 1 1 2|16 ]2]|5

2 0 3 0 2 4]0 4

5 14 4|5 5 1 2

Alguns dos dominds em principio s6 tm um lugar para serem marcados no tabuleiro (por exemplo, 0 4-4, que ja estd marcado), e
outros ndo, como o0 2-1 (s6 na segunda linha ha dois possiveis lugares para ele).

Preencha o tabuleiro na Folha de Respostas com os 28 dominds. Nao se esqueca: ndo pode ter domind repetido!

b) Considere agora o tabuleiro a seguir e determine uma maneira de cobri-lo com dominds.

0O 5 4 6 3 5 6 6

3 1 6 1 0 0 1 2

4 1 0 1 3 0 4 5

5 1 3 4 0 5 5 2

¢) Existem quantas maneiras diferentes de cobrir o tabuleiro do item b usando os domin6s?

PROBLEMA 4
Nessa questdo estudaremos uma aplicacdo de identidades polinomiais a fatoracdo de nimeros grandes, bem grandes!
Em 1871, Léon Francois Antoine Aurifeuille obteve a fatoragdo 258 + 1 = 536838145 - 536903681 a partir da observagéo de que,
quando substituimos x = 22° na identidade x2 + 1 = (x + 1)? — 2x, teremos
258 + 1= (229 + 1)2 -2 229 — (229 + 1)2 _ (215)2 — (229 + 1— 215) . (229 + 1 + 215)
(no desenvolvimento acima, utilizamos também a identidade a? — b%2 = (a — b) - (a + b).)
Vale a pena citar que, de fato, a fatorag&o em primos de 258 + 1 é 5107367629 - 536903681.
Tal abordagem deu origem as denominadas Fatorac¢Ges Aurifeullianas um ramo bastante rico da Teoria dos NUmeros.
a) Desenvolva a expressdo (x + 1)((x + 1)? — 3x).
b) Utilizando a identidade (Fatoragdo Aurifeulliana) obtida no item a, apresente a fatoragdo em primos de 27000001.



PROBLEMA 5

Duas figuras sdo chamadas de isoparamétricas quando tém o mesmo perimetro e a mesma area. Uma propriedade surpreendente das
figuras isoparamétricas é que podemos cortar uma delas e rearranjar os pedagos para montar a outra.

Por exemplo, o triangulo e o retangulo a seguir sdo isoparamétricos, pois as duas figuras ttm mesmo perimetro 16 e mesma area 12.
Note também que o triangulo pode ser recortado, como indicado, para montar o retangulo ao lado.

6

3 6
Veja que sobrepondo os dois recortes do retangulo podemos dividi-lo em quatro pedacos que podem montar tanto o tridngulo da
primeira figura quanto o paralelogramo da segunda.

]
]

]
a) Um anel é a figura formada quando um poligono P tem um poligono menor P’ semelhante a ele cortado em seu interior. Por
exemplo, um anel quadrado é formado quando se corta um quadrado menor de dentro de um quadrado maior.
O conceito de figuras isoparamétricas ndo se aplica apenas aos poligonos: podemos ter anéis isoparamétricos; nesse caso 0
perimetro do anel é a soma dos perimetros interno e externo da figura formada. Por exemplo, o perimetro do anel triangular abaixo é
(9+12415)+(3+4+5) =48.
Determine as medidas a e b dos lados interno e externo do anel quadrado que é isoparamétrico ao anel triangular.

@

b

b) Nos anéis da figura do item a, vamos supor que 0s Vértices internos estdo nas bissetrizes dos poligonos externos e que cada lado
interno tem distancia fixa para o lado externo correspondente. Veja que é possivel recortar o quadrado em 5 pedagos para montar um
retangulo cujos lados superior e inferior sdo os segmentos do perimetro do anel quadrado.

el a A B c . D =

Mostre uma maneira de cortar o anel triangular em quatro pedacos que podem ser usados para montar um retangulo congruente ao
retdngulo montado acima.

¢) Mostre como cortar o anel triangular em 10 pedacos e rearranjando esses 10 pedacos montar o anel quadrado, de modo que os
segmentos que formavam o perimetro do anel triangular passem a formar o perimetro do anel quadrado.
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Instrucdes:

o A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

o Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

* Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
* Resolucdes a tinta ou a lapis.

o E permitido o uso de calculadora (ndo é permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso a Internet).

o Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1
As eleiges para alguns cargos legislativos (vereador e deputados estaduais e federais) sdo feitas no Brasil usando o sistema
proporcional de votos. A ideia € contar os votos para cada partido (ou coligagdo), independente do candidato, e dividir as vagas de
modo que cada partido tenha uma quantidade de cadeiras aproximadamente proporcional ao total de votos. S6 entdo se considera as
votacOes individuais dos candidatos: as vagas sdo preenchidas pelos candidatos mais votados de cada partido.
Mas as contas ficam um pouco mais elaboradas quando consideramos as sobras. Como essas vagas sdo determinadas?

e Primeiro, calcula-se o quociente eleitoral Q, que é o total de votos validos dividido pelo total de vagas.

e Depois, calcula-se 0 numero de vagas para cada partido dividindo-se o nimero de votos de cada partido por Q. Os
algarismos depois da virgula sdo desprezados (mesmo se forem iguais a 5 ou mais).

e Geralmente sobram vagas para serem preenchidas, e fazemos isso preenchendo uma vaga de cada vez: divide-se o total de
votos de cada partido pela quantidade de vagas obtidas por cada partido mais 1. O maior nimero fica com a primeira vaga.
Fazemos 0 mesmo para a préxima vaga, tomando o cuidado de atualizar as quantidades de vagas a cada passo.

Por exemplo, suponha que na cidade de Matemopolina 4 partidos, PPM (Partido Paulista de Matematica), PBM (Partido Brasileiro
da Matemaética), PM (Partido da Matematica) e MAT (Matematicos), estejam concorrendo a 16 vagas na Assembleia Matematica.
Nessa eleicéo, 0s 8.890 votos validos foram distribuidos da seguinte forma:

PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 2.718 1.414
O quociente eleitoral é
8890
Q = ? = 555,625
Deste modo, as quantidades de vagas sao
PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 2.718 1.414
91 65 89 54
555,625 ~[2 555,625 ~15) 555,625 =14 555,625 =12
Com isso, preenchemos 2 + 5 + 4 + 2 = 13 vagas. Faltam 16 — 13 = 3. A seguinte tabela indica como as duas vagas seguintes sao
atribuidas:
PPM PBM PM MAT Dono da vaga
1.618 5393 3.140 £23 3 2.718 _c436 1.414 — 4713 PM
2+1 7 5+41 7 441 "7 2+1 7
1.618 ~ 5393 3.140 523 3 2.718 — 453 1.414 = 4713 PPM
2+1 ' 5+41 5+1 2+1

a) Para que partido € atribuida a Ultima vaga dessa eleigdo?

b) Ocorreu outra eleicdo, agora para a CAmara dos Matemadores na cidade de Matemalinos. S80 somente 9 vagas, e 0s resultados
foram os seguintes:

PPM

PBM

PM

MAT

1.900

1.350

550

2.250

Quantas vagas ficaram para cada partido nessa eleicdo? Nao se esqueca de mostrar os seus calculos.

PROBLEMA 2
Nessa questdo estudaremos uma aplicacdo de identidades polinomiais a fatoracdo de nimeros grandes, bem grandes!

Em 1871, Léon Frangois Antoine Aurifeuille obteve a fatoragéo 2°8 +

quando substituimos x = 229 na identidade x? + 1 = (x + 1)? — 2x, teremos
(215)2 — (229 +1-— 215) . (229 +1+4 215)

2% +1 = (2%

+1)2 -2

. 229 — (229 + 1)2 _
(no desenvolvimento acima, utilizamos também a identidade a? — b?

=(a—b) (a+Db))

Vale a pena citar que, de fato, a fatoragdo em primos de 258 + 1€ 5- 107367629 - 536903681.
Tal abordagem deu origem as denominadas FatoracGes Aurifeullianas um ramo bastante rico da Teoria dos NUmeros.
a) Desenvolva a expressdo (x + 1)((x + 1)? — 3x).
b) Utilizando a identidade (Fatoracdo Aurifeulliana) obtida no item a, apresente a fatoragdo em primos de 27000001.

1 = 536838145 - 536903681 a partir da observacéo de que,


http://www.opm.mat.br/

PROBLEMA 3

O programa de TV Futurama, no episodio “O Prisioneiro de Benda”, apresenta um trocador de mentes que permite que dois seres
troquem de corpo. Todavia, as trocas de corpo ndo tém volta, ou seja, se dois seres (mentes) trocam de corpo, ndo podem trocar
novamente, mesmo que estejam em outros corpos. No episddio, varias trocas acontecem, e nao parece facil desfazé-las.

Acontece que, ndo importando como estejam trocados os corpos de n seres, é possivel fazer com que todos voltem ao normal
envolvendo dois seres adicionais. O autor desse episodio é o escritor de séries Ken Keeler, que é doutor em Matematica em Harvard
e resolveu esse problema especialmente para o programa.

a) No comeco do episddio, Amy e o Professor Farnsworth trocam de corpo, e ele sugere que Bender os ajude a desfazer a troca de
corpos. Em seguida, o préprio professor percebe que ndo é possivel que os trés voltem ao normal. Explique o porqué.

O item anterior mostra que um ser a mais nao permite desfazer as trocas. Veremos agora como desfazer as trocas com dois seres a
mais.

No episédio, nove personagens trocaram de corpos, e imediatamente antes da resolugdo do problema, estdo trocados da seguinte
forma:

Mente Fry (1) Zoidberg (2) Leela (3) Professor (4) Bender (5) Imperador (6) Balde d’Agua (7) Amy (8) Hermes (9)

Corpo | Zoidberg (2) Fry (1) Professor (4) Bender (5) Imperador (6) Balde d’Agua (7) Amy (8) Hermes (9) Leela (3)

(Sim, o Balde d’Agua é um ser e tem mente e corpo.)

A partir de agora, usaremos 0s niimeros no lugar dos personagens:
Mente 112 )|3 | 4
Corpo |2 |1 |4|5|6|7|8]|9]|3

%2}
(=)}
N
[e¢]
=]

b) Descreva uma maneira de desfazer a troca entre Fry e Zoidberg:

Mente | 1 | 2
Corpo | 2 | 1
usando também os seres x e y, que nunca passaram por trocas. Considere que x e y s0 podem trocar entre si N0 Maximo uma vez, e
que Fry (1) e Zoidberg (2) ndo podem mais trocar entre si.

¢) Mostre uma maneira de desfazer as trocas dos personagens do episddio, sabendo que os dois seres extras sdo Ethan (10) e Clyde
(11). Lembre-se: os personagens de 1 a 9 ndo podem mais trocar entre si e 10 e 11 trocam no maximo uma vez.

PROBLEMA 4
Dizemos que um nimero inteiro positivo é perfeito se a soma de seus divisores positivos € igual ao dobro do nimero. Por exemplo,
6 € 28 sdo numeros perfeitos, pois:
1+2+3+6=2:-6e1+2+4+7+14+28=2-28.
Euler demonstrou que todos os nimeros perfeitos pares sdo da forma 2™(2"*! — 1), n € N, em que 2™*1 — 1 é primo. Um dos
problemas em aberto (ou seja, que até hoje ndo foram resolvidos) mais antigos de toda a Matematica é relativo a existéncia de
nimeros perfeitos impares. Atualmente, sabe-se que, caso exista um nimero perfeito impar, ele é maior do que 103°° (verificado
por Brent e colaboradores em 1991) e tem pelo menos 75 fatores primos (demonstrado por Hare em 2005).
Nessa questdo estudaremos uma generalizagdo do conceito de nimero perfeito. Para tal, necessitaremos de algumas férmulas (que —
oba! — também poderao ser usadas para resolver o problema).
e Média Harmdnica: A média harmonica dos nimeros reais positivos a,, a,, ..., a,, € dada por
n

1 1 1°
ot e,
Para as proximas definicGes, considere que n = py* - -+ p,* é a fatoragdo em primos do nimero inteiro n, n > 1.
e NUmero de divisores positivos: d(n) = (a; + 1) - - (a, + 1)
e  Soma dos divisores positivos: g(n) = (1 +py + -+ ;) - (L +pg + -+ %)
Por exemplo, para 28 = 22-7, d(28) = (2+ 1)(1 + 1) = 6, ou seja, 28 tem 6 divisores positivos, e ¢(28) = (1 + 2 + 22) -
(14 7) = 56, ou seja, a soma dos divisores positivos de 28 é 56.
Em 1948, Oysten Ore criou um conceito que generaliza o conceito de nimero perfeito: dizemos que um ndmero inteiro positivo é
harménico se a média harmonica de seus divisores € um nimero inteiro. Por exemplo, 6 e 28 sdo nimeros harmdnicos, pois:

4 ) 6 3
—_—m e = .
1 1 1 1 1.1 1 1 1 1
1t2t3%6 1t2tzt7t127 28

a) Vejamos o que acontece quando multiplicamos 28 pela soma dos inversos de seus divisores:

28<1+1+1+1+1+1)—28+14+7+4+2+1— (28)
17274 7 12" 28) " _G'()
on

Isso ndo é uma coincidéncia! Explique por que a soma dos inversos dos divisores de um nimero n é ——e conclua que a média
harmdnica dos divisores de n é igual a
n-d(n)
o(n)




b) Como
n-d(n) py (ay +1) P (e + 1)
o(n) _(1+p1+~~+pf1) (1+pk+~--+p,f")'
podemos descobrir inteiros harmonicos observando qual € a “colaboragdo” de cada numero primo na igualdade acima.

Para exemplificar, digamos que desejamos obter um inteiro harménico que possua o fator 52. Teremos, entdo, no calculo da média
harménica o fator:

52-3

31
O denominador 31 sugere que devemos ter esse nimero como fator primo do inteiro harménico que estamos procurando. A férmula

até agora é:

52.3 31-2
31 32
Ha um fator 16 sobrando no denominador. Um 22 resolve a situagéo:
52.3 31-2 23-4
31 32 15

Em resumo, sendo n = 23-52-31 = 6200:
6200 - d(6200) 52-3 31-2 2°-4
(62000 ~ 31 32 15

Ou seja, 6200 é um inteiro harménico.
Agora é a sua vez: determine um inteiro harmonico que possua o fator 32.
c¢) Determine um inteiro positivo cuja média harménica de seus divisores seja igual a 91.

PROBLEMA 5

Um quadrilatero completo é uma modificagdo do conceito usual de quadrilatero: é a unido de quatro retas. Se ndo houver retas
paralelas entre essas quatro retas, elas determinam seis pontos: além dos pontos A, B, C e D, temos 0s pontos E e F, que sdo
intersecdes dos prolongamentos de lados opostos de um quadrilatero usual. Com isso, um quadrilatero completo tem trés diagonais,
que na figura a seguir sdo AC, BD e EF.

O que sdo esses pontos M, N e P? Eles sdo os pontos médios das trés diagonais. Nesse problema, provaremos o teorema do
quadrilatero completo: os pontos médios das trés diagonais de um quadrilatero completo sdo colineares.

a) Comecaremos com um lema envolvendo paralelogramos. Na figura a seguir, XYZWeé um paralelogramo e K é um ponto em seu
interior. Tragamos por K duas paralelas a lados do paralelogramo.

X Y

)

A,

w Z

Prove que as areas coloridas A; e A, sdo iguais se, e somente se, K esta sobre a diagonal XZ. Aqui, vocé precisa provar dois fatos:
e Se K estasobre XZ entdo A, = Aj;
e Se K ndo estd sobre XZ entdo 4; # A,.



b) O que paralelogramos tém a ver com o teorema do quadrilatero completo? O elo é o fato conhecido de que as diagonais de
paralelogramos se encontram nos seus pontos médios. Construimos as retas paralelas mostradas na figura a seguir:

[ Rl

Explique por que os paralelogramos AKCL e GCIH, destacados na figura acima, tém a mesma area.
c) Mostre que as areas de TGVW e JTHI sdo iguais e conclua que C, T e U sdo colineares.
d) Prove o teorema do quadrilatero completo.
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Instrucdes:

o A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

o Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

o Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolucgdes.
o Resolucdes a tinta ou a lapis.

o E permitido o uso de calculadora (ndo é permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso & Internet).

* Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Claude Shannon criou a Teoria da Informagéo para medir a quantidade de informagdo em uma mensagem. Um dos conceitos mais
celebrados da Teoria da Informacéo é o de entropia, que mede exatamente essa quantidade de informagdo. Por exemplo, a Lingua
Inglesa tem entropia de cerca de 1,1 bit por caractere. Vamos supor que essa entropia seja a mesma para a Lingua Portuguesa.

Como um caractere € um byte, que corresponde a 8 bits, um arquivo .txt com um texto em Portugués é tipicamente compactado
pelos melhores algoritmos para 1,1/8 de seu tamanho.

a) Considerando um tweet como uma sequéncia de 140 caracteres, cada um dos quais tendo 256 possibilidades (letras, nimeros,
simbolos etc), encontre a ordem de grandeza da quantidade M de tweets que podem ser feitos, ou seja, n tal que 10"t < M < 10™.

b) A grande maioria dos tweets do item a ndo tém significado. Uma aplicacdo de entropia € calcular a quantidade de tweets que
fazem algum sentido em Portugués. Ele pode ser estimado por 2 elevado a entropia total, que é 140 vezes a entropia por caractere.
Estime a ordem de grandeza da quantidade de tweets que fazem algum sentido em Portugués.

Voceé pode querer usar: log;, 2 = 0,301.

PROBLEMA 2

Os sistemas de sorteio das principais loterias do mundo sdo bastante similares. Em geral, sorteiam-se m nimeros de um conjunto
{1,2,..,n} em que, é claro, n > m. E usual chamar uma loteria com tais caracteristicas de loteria m/n. A nossa Mega-Sena, por
exemplo, é uma loteria 6/60.

Algumas outras loterias importantes adotam pequenas variagdes. Na Mega Millions — loteria norte-americana que em marco de 2012
pagou o maior prémio da historia, 656 milhdes de délares — sdo sorteados 5 nimeros de um total de 75 e 1 ndmero extra de um
conjunto de 15 (a chamada Mega Ball). Dizemos que ela € uma loteria 5/75 e 1/15.

a) Calcule o nimero de resultados possiveis da loteria Mega Millions. Vocé ndo precisa fazer as contas nesse item, basta deixar a
resposta indicada.

O nimero que vocé obteve no item a é gigantesco. Assim, os fatos que serdo narrados a seguir poderdo parecer surpreendentes.

A Sport Toto, loteria 6/49 realizada pelo governo da Bulgéria, teve os mesmos seis nimeros (4, 15,23, 24, 35, 42) sorteados nos
concursos de 6 e 10 de setembro de 2009. O Ministro dos Esportes, Svilen Neikov, ordenou uma investigacao.

A Mifal HaPays, loteria 6/37 e 1/7 realizada pelo governo de Israel, teve os mesmos seis ndmeros (13,14,26,32,33,36)
sorteados em 21 de setembro e 16 de outubro do mesmo ano de 2010. As pessoas ligaram em massa para as radios locais
reclamando que havia trapaga nos sorteios. Em seu livro, The Improbability Principle, David J. Hand, professor de Matematica e
pesquisador do Imperial College de Londres, apresenta uma argumentacdo que mostra que tais resultados ndo sdo tdo inesperados
guanto podemos pensar.

Os dois resultados iguais na loteria bulgara ocorreram na mesma semana. Sem duvida: uau! Os dois resultados iguais na loteria de
Israel ocorreram no mesmo ano. De novo, uau! Porém existem muito pares de sorteios em um ano. Ficariamos impressionados se
quaisquer desses pares apresentassem resultados iguais. De fato, também ndo nos importamos com onde o fato ocorre. Ele é um
milagre e ponto!

b) Os sorteios da Sport Toto sdo realizados duas vezes por semana durante todo o ano. Qual é a probabilidade de termos pelo menos
dois resultados iguais em um mesmo ano? Vocé ndo precisa fazer as contas nesse item, basta deixar a resposta indicada.

c) A expressdo que vocé obteve no item anterior (esperamos) é igual a, aproximadamente, 0,04%. Sabendo que existem por volta de
100 grandes loterias (similares a Sport Toto) em todo o mundo, calcule a probabilidade de que ocorram dois resultados iguais no ano
de 2015 em uma mesma grande loteria.

Vocé pode querer adotar a aproximagéo (1 —x)" = 1 — nx.

d) Estime o nimero de anos necessarios para que a probabilidade de que ocorram dois resultados iguais em um mesmo ano em uma
mesma grande loteria do mundo seja maior do que i

Vocé pode querer adotar a aproximacao

P4 UAU-UA) Y pA) = ) p(And)

1<isn 1<i<jsn

em que p(E) indica a probabilidade do evento E.



PROBLEMA 3

Um polindmio nédo constante com coeficientes racionais é irredutivel se ndo pode ser escrito como o produto de dois polinémios ndo
constantes de coeficientes racionais.

Polindmios irredutiveis sdo os analogos dos nimeros primos e, como no Teorema Fundamental da Aritmética, é possivel demonstrar
que todo polindbmio ndo constante é o produto de polindmios irredutiveis.

Sendo m > 1, é possivel escrever x™ — 1 como o produto de polindmios irredutiveis (x — 1 é um dos fatores). Demonstra-se que,
para cada inteiro positivo m, x™ — 1 possui exatamente um fator irredutivel ®,,(x) que ndo divide x* — 1 para k < m. Os
polindmios @,,(x), m = 1, sdo chamados polindmios ciclotdmicos. Os primeiros polinémios ciclotdmicos sdo @, (x) = x — 1,
D,(x)=x+1, P;(x) =x?+x+1, P(x) =x2+1.

Pode-se mostrar que
xMm—1= 1_[ ®,(x)

dlm
em que, como indicado, o produtorio percorre todos os divisores positivos de m. Por exemplo,
xt—1=Gx-DE+DE2+1) = d,(x) - P,(x) - D, ().
a) Determine @,,(x).

Antes de continuar a resolver a questdo, vamos conhecer uma bela aplicagdo dos polindmios ciclotdmicos a fatoracédo de nimeros
grandes, bem grandes!

Em 1871, Léon Frangois Antoine Aurifeuille obteve a fatoragdo 2°% + 1 = 536838145 - 536903681 a partir da observagéo de que,
quando substituimos x = 22° na identidade ®,(x) = x2 + 1 = (x + 1)? — 2x, teremos

258 +1= (229 + 1)2 -2 229 — (229 + 1)2 _ (215)2 — (229 +1-— 215) . (229 +1+ 215)
Vale a pena citar que, de fato, a fatoragio em primos de 258 + 1 é 5 - 107367629 - 536903681.
Andrzej Schinzel, pesquisador do Instituto de Matematica da Academia de Ciéncias da Poldnia, avangou muito com a ideia de
Aurifeuille, encontrando todas as identidades desse tipo. Ele mostrou, por exemplo, que, sendo h impar, é possivel encontrar
polindmios C(x) e D(x) com coeficientes inteiros tais que

1,(6") = (C(6") — 6™ V/2D(6)) - (C(6") + 67 +D/2D(6M)).
b) Encontre C(x) e D(x) que satisfagam a identidade acima.
c) Apresente a fatoragdo em primos de 24° + 1.

PROBLEMA 4

Existem outros tipos de geometria além da que estudamos regularmente. Por exemplo, ao considerarmos que vivemos em um
planeta aproximadamente esférico, faz sentido utilizar a chamada geometria esférica, que considera o “plano” como sendo a
superficie de uma esfera. Para simplificar, tomaremos o raio da esfera como 1.

As “retas” da geometria esférica sdo as grandes circunferéncias, ou seja, as interse¢fes da superficie esférica com planos que
contém o seu centro. Finalmente, definimos o “dngulo” entre duas retas como o angulo entre os dois planos que as contém. Na
figura a sequir, & esquerda, apresentamos duas retas r e s, formando um angulo a.

7\

Em geometria esférica, a soma dos angulos internos de um “tridngulo esférico” (que é formado por trés segmentos de retas) é maior
do que 180°. Por exemplo, ao considerarmos o tridngulo formado ao cortarmos a esfera em trés planos perpendiculares dois a dois,
obtemos um tridngulo com os trés angulos internos iguais a 90° e, portanto, soma dos angulos internos 270°.

a) Suponha que o angulo entre as duas retas a seguir seja 6 radianos. Prove que a regido a seguir, que é uma das quatro regides
delimitadas pelas duas retas, tem area 26.




b) Observando a figura a seguir, mostre que a area de um triangulo esférico (que é o pedaco da superficie esférica delimitado pelos
trés planos correspondentes) com angulos internos «, 8 e y (em radianos) é
S=a+pf+y—m.

c¢) Um triangulo de Coxeter, cujo nome vem do renomado gedmetra Harold Coxeter, € um triangulo com angulos internos da forma
g rad, % rad e g rad, com a, b e c inteiros maiores que 1 e ndo necessariamente distintos, para os quais existe N inteiro positivo tal

que N cépias do triangulo cobrem a esfera, sem buracos nem sobreposigdes.

Proveque§+%+§= N + 4.

d) Sabe-se que todas as solugbes (a,b,c) € Z® com a,b,c > 1 da equagéo §+%+ % = N + 4 correspondem a tridngulos de
Coxeter. Resolva essa equagéo.

Vocé pode querer utilizar o fato de que a superficie de uma esfera de raio R é 4mR?.

PROBLEMA 5
Uma matriz A = (aif)nxn € antissimétrica se, e somente se, satisfaz a;; = —a;; para todos i,j, 1<i,j <n. Por exemplo,
A= [(1) _01] € uma matriz antissimétrica, pois a,; = —a;, =1 € a;; = —a;; = ay, = —a,, = 0. Nesse problema, mostraremos

uma identidade envolvendo determinantes de matrizes antissimétricas de tamanho n par.
Pode-se mostrar, por exemplo, que

0 Qa2 A3 Q14
—agz 0 Az3  QApy 2
= (@12A34 — Q13024 + A14a53)°.

—Q13 —0zs 0 a34

—Qi4 —Gyq —A3z4 0
Na identidade anterior, obtemos o quadrado da soma de produtos da forma +a; ; a;,;, em que {{il,jl}, {iz,jz}} é uma particdo de
{1,2,3,4}, ou seja, dividimos {1,2,3,4} em dois subconjuntos com dois elementos. Sera coincidéncia? (\Vocé néo precisa responder a
essa pergunta.)
Dizemos que toda particdo de {1,2,3,...,n} em n/2 subconjuntos com dois elementos é um casamento u nesse conjunto, e
denotamos, para simplificar,

W= 111, 02)2 s irz_zj%, Ik < Jk-

Também utilizaremos a notagao

a” = al-ljlal-zjz ...aiﬂjﬁ.
2 2

Finalmente, denotamos o sinal de u por sign(u) e o definimos como (—1)*#, em que #u € a quantidade de cruzamentos obtidos
guando desenhamos u representando 1,2, ...,n por pontos alinhados, nessa ordem, e conectando i, a j, por semicircunferéncias
tracadas acima do segmento. Por exemplo, os trés casamentos de {1,2,3,4} tém os seguintes sinais:

12,34:sinal (-1)° =1 13,24: sinal (=1 = -1 14,23:sinal (-1)° =1

Olha s6 que “coincidéncia”! O nosso determinante deu 0 quadrado da soma dos sign(u)a,, sobre os casamentos de {1,2, ..., n}!

Dada uma matriz antissimétrica A, definimos tal soma como o Pfaffiano de A:

Pf(A) = Z sign(wa,,.
u
NO Nosso exemplo, Pf(A) = Aq2034 — Q13024 + Aq14073.

a) A definicao de determinante é

detA = Z sign(m)a, ,onde a; = Ay7(1)A2r(2) - Anr(n)
T



em que a soma é sobre todas as permutacdes de {1,2, ...,n} e o sinal da permutacdo sign(m) € igual a (—1)*, em que k é o nimero
de transposic¢des (trocas de duas posi¢des da permutacdo) necessarias para chegar a permutacdo identidade I = (1,2, ...,n). Todas as
formas de fazer essas trocas resultardo na mesma paridade, portanto sign(m) terd um valor Unico. Por exemplo, para determinar o
sinal de m = (3,2,1) observamos que trocando o 3 e 0 1, chegamos em I = (1,2,3). Entdo sign(m) = (-1)! = —1.

Uma maneira Util de representar permutagdes é por ciclos, em que consideramos os pontos 1 a n, agora livres no plano, e ligamos
por uma flecha i a 7(i). Por exemplo, a permutacao = = (2,4,5,1,3,6), emque t(1) = 2, 7(2) =4, t(3) =5, n(4) =1, n(5) = 3

e m(6) = 6, é representada por
3 y  Q
5 6

Podemos entdo representar a permutacdo acima como = (124)(35)(6) = mym,m; com; = (124), m, = (35) e 3 = (6).

Seja A uma matriz antissimétrica. Suponha que @ = m,m, ..., Seja uma permutacdo que contém um ciclo impar ;. Veja que
pOdemos esCrever a, = Ay, Ay, ... Ay, . Se m; for um ciclo de tamanho 1 entdo a,, = ay, = 0, ja que a matriz € antissimétrica, logo
a, = 0. Caso m; seja um ciclo de tamanho impar maior que 1, mostre que as parcelas sign(m)a,, e sign(n')a,;, correspondentes a ©
en' =mnylm,..m,, emque m;t é o ciclo ; com as flechas invertidas, se cancelam no determinante.

4
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b) Uma permutagdo pode ser representada com os pontos de 1 a n alinhados em ordem. Para as que sé tém ciclos pares, a figura fica
interessante: (12)(3564) vira

1 OZ w4 6
e pode ser decomposta em dois casamentos u = 12,35,46 e v = 12,34,56.
Prove que toda permutacdo m formada somente de ciclos pares pode ser decomposta em dois casamentos u e v. Prove também que
quaisquer dois casamentos u e v geram uma permutagdo m formada somente de ciclos pares. Conclua que a,a, = a;(=1)¢™ em

que e(m) é a quantidade de elementos do conjunto {i | w(i) < i}.

c) Sejam #u e #v as quantidades de cruzamentos dos casamentos u e v de {1,2, ...,n} e seja m a quantidade de ciclos, todos de
tamanho par, da permutacdo . Sabe-se que sign(r) = (—1)™, logo:

sign(u)a, - sign(v)a, = sign(m)a, & (~1)##+Hv+e@ = (—1)m,
Isso é equivalente a provar que #u + #v + e() e m sdo ambos pares ou ambos impares.
Prove que a paridade de #u + #v + e(7) ndo muda se trocarmos as posi¢des de i e i + 1 nos ciclos da permutacdo 7. Por exemplo,
a partir de w = (12)(3564), dada acima, podemos trocar 4 e 5, obtendo (12)(3465). Trocando 5 e 6 teremos 7 = (12)(3456)
sem alterar a paridade da expressdo #u + #v + e(m).

d) Utilizando as trocas das posicdes de i e i + 1, a partir de uma permutacdo = podemos obter 77 em que 0s seus ciclos apresentam
0s nimeros em ordem crescente.

Mostre, dada qualquer permutacgéo 7, #u + #v + e(m) tem a mesma paridade de #{i + #V + e(7).

Conclua que #u + #v + e(mr) e m (veja o item anterior) tém a mesma paridade.

e) Demonstre que det A = (Pf(A))2 para toda matriz antissimétrica A de tamanho par.



