XXXV OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Primeira Fase (13 de agosto de 2011)
Nivel ¢ (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br

Folha de Perguntas

Instrugoes: e A duracdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.
e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Considere os nimeros 2, 3 e 6. Quando somamos todos os produtos de dois desses trés nimeros, obtemos um quadrado
perfeito: 2-3+2-6+3 -6 = 36 = 62

Podemos acrescentar mais um nimero a sequéncia dada de modo que a soma de todos os produtos de dois dos agora quatro
numeros continue sendo um quadrado perfeito: basta somar o dobro da raiz quadrada do quadrado perfeito que acabamos

de obter a soma de todos os numeros anteriores. No nosso exemplo, o quarto termo é 2+ 3+ 6 + 262 = 23 ¢, de fato,
2:3+42:64+3:6+2:234+3-23+6:23=1289= 172.Comisso,obtemosasequénciaZ,S,6,23.

Sequéncias que, como essas, tém como soma dos produtos de seus elementos tomados dois a dois um quadrado perfeito, sdo
chamadas esntirficas.

a) Calcule o préximo nimero (quinto termo) da sequéncia esnurfica descrita acima. Lembre-se de que ele é a soma dos
anteriores mais o dobro da raiz quadrada da soma dos produtos de seus elementos tomados dois a dois.

b) Podemos também comegar uma sequéncia esnurfica com apenas dois nimeros cujo produto seja um quadrado perfeito.
Por exemplo, 2 e 8 cujo produto é 16 = 42. Calcule o préximo numero (terceiro termo) dessa sequéncia.

c) Calcule o quociente entre o quinto e o quarto termos da sequéncia esnurfica iniciada com 2 e 8.

PROBLEMA 2

Os carros equipados com motor flex podem ser abastecidos com etanol, com gasolina ou com uma mistura dos dois. Neste
problema vamos discutir qual é a op¢do economicamente mais vantajosa se o proprietario deseja abastecer somente com
gasolina ou somente com etanol.

Sabe-se que o poder calorifico do motor a etanol é 70% do poder calorifico do motor a gasolina. Em outras palavras, o motor
a etanol tem um rendimento 30% menor do que o motor a gasolina. Por exemplo, um carro flex que faz 10 km com um litro
de gasolina faz 7 km com um litro de etanol.

Assim, a utilizacdo do etanol como combustivel é a op¢do mais econdmica quando o seu prego é, no maximo, 70% do prego
da gasolina.

Veja os pregos médios desses combustiveis em 5 cidades brasileiras, no inicio deste més. Como é usual, os precos sdo dados
até milésimos de real.

Cidade Preco do litro de Gasolina | Preco do litro de Etanol
Cruzeiro do Sul (Acre) R$3,359 R$2,932
Sio Paulo (Sdo Paulo) R$2,665 R$1,810
Balneério Camborit (Santa Catarina) R$2,640 R$2,218
Cataldo (Goias) R$2,892 R$1,880
Fortaleza (Cear) R$2,673 R$2,147

Fonte: http://www.anp.gov.br/preco

a) Suponha que um carro equipado com motor flex faga 9,1 km por litro de etanol. Nas condi¢des do problema, quantos litros
de gasolina sdo necessarios para o carro percorrer um trajeto de 208 km?

b) Em quais cidades da tabela acima é mais vantajoso encher o tanque com etanol?

c) Henrique deseja ir de Sdo Paulo até Balneario Camborid com o seu carro flex. Para ir, ele encherd o tanque em Sdo Paulo
utilizando a opg¢do mais econOmica e, para voltar, encherd o tanque em Balneario Camboritl também com a op¢do mais
econdmica. Considerando que a distancia entre as duas cidades é 619 km e que o carro de Henrique faz 15,6 km com um litro
de gasolina, calcule quanto ele gastara com o combustivel para a sua viagem de ida e volta.

PROBLEMA 3

a) Foram somados, utilizando o algoritmo usual da adi¢do (aquele que vocé conhece: tem o “vai um” quando é necessario),
dois numeros naturais de 4 algarismos obtendo-se o resultado 19981.

Sabendo-se que o “vai um” ocorreu trés vezes nessa soma, determine quais sdo os dois niimeros.

b) Considere agora dois niimeros naturais de 12 algarismos cuja soma é 1999990999999.

E possivel determinar quantas vezes ocorreu o “vai um” na conta, apenas a partir dessas informac¢des? Caso seja possivel,
diga quantas vezes ocorreu o “vai um”.

Esclarecimento: Contamos como “vai um” todas as opera¢des intermediarias cujo resultado é maior ou igual a 10. Por
exemplo, em 4971 + 5742 o “vai um” ocorre trés vezes.
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PROBLEMA 4

Os Esnurfes (conheca mais sobre esses gigantes seres amarelos na prova do Nivel Gama) possuem um jogo, composto de 4
pecas retangulares, duas grandes e duas pequenas, com trés circunferéncias inscritas em cada uma.
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0 jogo consiste em montar um poligono com um determinado perimetro utilizando as 4 pecas. Na montagem, as pegas
devem encostar, total ou parcialmente, os seus lados, de modo que a intersecgio entre elas seja um segmento de reta. Além
disso, ndo é permitido sobrepor pegas e nem formar “buracos”.
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Figura 1

A figura 1 esta de acordo com as regras. A figura 2 ndo obedece duas regras: possui um “buraco” (destacado na figura) e as
duas pegas pequenas se tocam em um Unico ponto.

a) As 4 pecas foram colocadas formando um dodecagono (poligono de 12 lados, em destaque) cujos lados sdo paralelos a
algum lado do retangulo que contém os centros de todas as circunferéncias.
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0 raio das circunferéncias maiores é dobro do raio das menores. Sabendo que o perimetro (soma de todos os lados) do
retangulo que contém os centros das circunferéncias é 36 cm, determine os raios das circunferéncias e o perimetro do
dodecagono.

b) Forme um octégono (poligono de 8 lados) com perimetro 72 cm. Vocé deve desenhar as 4 pecas e indicar as medidas de
cada um dos oito lados do poligono.

Ah, ndo é necessario desenhar as circunferéncias dentro dos retangulos.
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PROBLEMA 5

Temos um cubo de aresta 4 cm, com 3 faces marcadas com ®. d
a) Vamos cobrir essas 3 faces marcadas com cubos de aresta 2 cm para formar um cubo de aresta 6 cm.
Quantos cubos de aresta 2 cm sdo necessarios? 0
b) Agora, vamos obter um cubo de aresta 7 cm a partir do cubo de aresta 6 cm que acabamos de formar. L
Para isso, cobriremos as trés faces formadas apenas por cubos de aresta 2 cm com cubos de aresta
1 cm. Quantos cubos de aresta 1 cm sdo necessarios?

c) Nos itens anteriores, cobrimos com cubos de aresta 2 cm e 1 cm as faces marcadas do cubo de aresta
4 cm para obter o cubo de aresta 7 cm.

Vamos agora acrescentar apenas cubos de arestas 3 cm e 1 cm (ndo utilizaremos cubos de aresta 2 cm) ao cubo original para
obter um cubo de aresta 7 cm. Qual é o maior nimero de cubos de aresta 3 cm que podemos utilizar? Ndo se esquega de que
vocé deve justificar a sua resposta.
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Instrucdes: ¢ A duragio da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.
¢ Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolucdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com voce.

PROBLEMA 1

Os carros equipados com motor flex podem ser abastecidos com etanol, com gasolina ou com uma mistura dos dois. Neste problema
vamos discutir qual é a op¢do economicamente mais vantajosa se o proprietario deseja abastecer somente com um dos combustiveis.
Sabe-se que o poder calorifico do motor a etanol é 70% do poder calorifico do motor a gasolina. Ou seja, 0 motor a etanol tem rendimento
30% menor do que o motor a gasolina. Por exemplo, um carro flex que faz 10 km por litro de gasolina faz 7 km por litro de etanol.

Assim, a utilizacdo do etanol como combustivel é a op¢do mais econdmica quando o seu preco é, no maximo, 70% do prego da gasolina.
Veja os precos médios dos combustiveis em 5 cidades brasileiras, no inicio do més. Como usual, os precos sdo dados até milésimos de real.

Cidade Preco do litro de Gasolina Preco do litro de Etanol
Cruzeiro do Sul (Acre) R$3,359 R$2,932
S&o Paulo (Sdo Paulo) R$2,665 R$1,810
Balnedrio Camborit (Santa Catarina) R$2,640 R$2,218
Cataldo (Goids) R$2,892 R$1,880
Fortaleza (Ceard) R$2,673 R$2,147

Fonte: http://www.anp.gov.br/preco
a) Suponha que um carro equipado com motor flex faca 9,1 km por litro de etanol. Nas condi¢des do problema, quantos litros de gasolina
sdo necessarios para o carro percorrer um trajeto de 208 km?
b) Em quais cidades da tabela acima é mais vantajoso encher o tanque com etanol?
¢) Henrique deseja ir de Sdo Paulo até Balnedrio Camboriti com o seu carro flex. Para ir, ele enchera o tanque em Sao Paulo utilizando a
op¢ao mais econdmica e, para voltar, enchera o tanque em Balneario Camboriti também com a op¢ao mais econdmica. Considerando que a
distancia entre as duas cidades é 619 km e que o carro de Henrique faz 15,6 km com um litro de gasolina, calcule quanto ele gastara com o
combustivel para a sua viagem de ida e volta.

PROBLEMA 2
Os Esnurfes (conhe¢a mais sobre esses gigantes seres amarelos na prova do Nivel Gama) possuem um jogo, composto de 4 pecas
retangulares, duas grandes e duas pequenas, com trés circunferéncias inscritas em cada uma.
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0 jogo consiste em montar um poligono com um determinado perimetro utilizando as 4 pecgas. Na montagem, as pecas devem encostar,

total ou parcialmente, os seus lados, de modo que a interseccdo entre elas seja um segmento de reta. Além disso, ndo é permitido sobrepor
pecas e nem formar “buracos”.
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Figura 2

Figura 1

A figura 1 estd de acordo com as regras. A figura 2 ndo obedece duas regras: possui um “buraco” (destacado na figura) e as duas pecas
pequenas se tocam em um unico ponto.

a) As 4 pecas foram colocadas formando um dodecagono (poligono de 12 lados, em destaque) cujos lados sdo paralelos a algum lado do
retangulo que contém os centros de todas as circunferéncias.

]
-

Ni A A

V-

AR

S
P,




Nivel Beta - Primeira Fase OPM-2011
0 raio das circunferéncias maiores é dobro do raio das menores. Sabendo que o perimetro (soma de todos os lados) do retangulo que
contém os centros das circunferéncias é 36 cm, determine os raios das circunferéncias e o perimetro do dodecagono.

b) Forme um dodecagono com perimetro 56 cm. Vocé deve desenhar as 4 pegas e indicar as medidas de cada um dos doze lados do
poligono.

Ah, ndo é necessario desenhar as circunferéncias dentro dos retangulos.

PROBLEMA 3

a) Foram somados, utilizando o algoritmo usual da adigdo (aquele que vocé conhece: tem o “vai um” quando é necessario), dois nimeros
naturais de 4 algarismos obtendo-se o resultado 19981.

Sabendo-se que o “vai um” ocorreu trés vezes nessa soma, determine quais sdo os dois nimeros.

b) Considere agora dois nimeros naturais de 12 algarismos cuja soma é 1999990999999.

E possivel determinar quantas vezes ocorreu o “vai um” na conta, apenas a partir dessas informacdes? Caso seja possivel, diga quantas
vezes ocorreu o “vai um”.

Esclarecimento: Contamos como “vai um” todas as operagdes intermedidrias cujo resultado é maior ou igual a 10. Por exemplo, em 4971 +
5742 o “vai um” ocorre trés vezes.

PROBLEMA 4

O estudo das construgdes com régua e compasso foi fundamental
para o desenvolvimento da Matematica. O fato de certas construgdes
serem impossiveis - como a quadratura do circulo: construir o lado
de um quadrado com a mesma area de um circulo dado - trouxe um
entendimento mais profundo da Rainha das Ciéncias.

C Q2 Q1 D
~ 1
Outro ponto que surpreende bastante no estudo dessas construgdes
é que, sob certas condi¢des, podemos fazé-las apenas com uma régua T
(que ndo possua as marcacgdes usuais de medida)!
A P> P B

Por exemplo, dados um segmento AB e uma retal com AB Il a
construgdo mostrada é uma maneira de obter um ponto P tal que

AP = ;AB apenas com uma régua.
s a) Mostre que ACQ,T,~AP;P,T,. Nesse item, vocé pode querer
utilizar o fato de que dois tridngulos sdao semelhantes se, e somente
se, 0s seus dngulos correspondentes sdo iguais.

b) A partir da semelhanca obtida acima e da semelhanca entre

c Q D ACT,D e AP, T,A (essa vocé ndo precisa demonstrar), prove que:

1 PP, AP,

co, t

Nesse item, vocé pode querer utilizar o fato de que dois tridngulos
sdo semelhantes se, e somente se, os seus lados correspondentes sdo
A P B proporcionais.

c) De ASAP,~ASCQ, e ASAB~ASCD (vocé ndo precisa demonstrar

. ~ . . . _|tais semelhancas), segue que:
Porém a nossa questio ¢é sobre uma construgdo mais AP,  AB
2

impressionante. Vamos mostrar que na figura a seguir, em que P; é o —_— (*%)

R 1 7 A cQ, €D
ponto médio de AB, P, é tal que AP, = EAB' Assim, & possivel dividir A partir de (*) e (**), conclua a demonstragio. Ou seja, mostre que:
em trés partes iguais um segmento desenhado sobre uma linha de 1
uma folha pautada apenas com uma régua. AP, = §AB

PROBLEMA 5
Considere os numeros 2, 3 e 6. Quando somamos todos os produtos de dois desses trés nimeros, obtemos um quadrado perfeito:
2:34+2:-64+3-6=236=62
Podemos acrescentar mais um nimero a sequéncia dada de modo que a soma de todos os produtos de dois dos agora quatro niimeros
continue sendo um quadrado perfeito: basta somar o dobro da raiz quadrada do quadrado perfeito que acabamos de obter a soma de
todos os niimeros anteriores. No nosso exemplo, o quarto termo é 2 + 3 + 6 + 2V62 = 23 e, defato,2-3+2-6+3-64+2-23+3-23 +
6-23 =289 = 172. Com isso, obtemos a sequéncia 2, 3, 6, 23.
Sequéncias que, como essas, tétm como soma dos produtos de seus elementos tomados dois a dois um quadrado perfeito, sdo chamadas
esntrficas.
a) Calcule o préximo nimero (quinto termo) da sequéncia esnurfica descrita acima. Lembre-se de que ele é a soma dos anteriores mais o
dobro da raiz quadrada da soma dos produtos de seus elementos tomados dois a dois.
b) Podemos também comecar uma sequéncia esnurfica com apenas dois nimeros cujo produto seja um quadrado perfeito. Por exemplo, 1
e t2, com t inteiro positivo. Mostre que préximo nimero (terceiro termo) dessa sequéncia é um quadrado perfeito.
) Seja S a soma dos niumeros de uma sequéncia esnurfica de trés termos e seja P o produto de seus elementos tomados dois a dois. Isto &,
sendo a sequéncia formada pelos nimeros a, b ec,entdo S=a+ b +ceP = ab + ac + bc. Escreva em termos de S e P:

c.1) o préximo nuimero (quarto termo) d da sequéncia esnurfica

c.2) a soma dos produtos de seus quatro elementos tomados dois a dois: ab + ac + bc + ad + bd + cd.
d) Calcule o quociente entre o quinto e o quarto termos da sequéncia esnurfica iniciada com 1 e t2.
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Instrucgoes: o A duracdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1Th30min.
e Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolucdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1
a) Resolva a inequacgdo, U = R:
2x + 4

>0
4 —x

b) Encontre as soluc¢des inteiras da equagio 2*(4 — x) = 2x + 4.
Nesse item vocé pode querer utilizar que a fungdo exponencial f(x) = 2%, f: R — R, assume apenas valores positivos.

PROBLEMA 2

a) Foram somados, utilizando o algoritmo usual da adi¢do (aquele que vocé conhece: tem o “vai um” quando é necessario),
dois nimeros naturais de 4 algarismos obtendo-se o resultado 19981.

Sabendo-se que o “vai um” ocorreu trés vezes nessa soma, determine quais sio os dois niimeros.

b) Considere agora dois niimeros naturais de 12 algarismos cuja soma é 1999990999999.

E possivel determinar quantas vezes ocorreu o “vai um” na conta, apenas a partir dessas informacdes? Caso seja possivel,
diga quantas vezes ocorreu o “vai um”.

Esclarecimento: Contamos como “vai um” todas as opera¢des intermedidrias cujo resultado é maior ou igual a 10. Por
exemplo, em 4971 + 5742 o “vai um” ocorre trés vezes.

PROBLEMA 3

0 estudo das construg¢des com régua e compasso foi fundamental para o desenvolvimento da Matematica. O fato de certas
construgdes serem impossiveis - como a quadratura do circulo: construir o lado de um quadrado com a mesma area de um
circulo dado - trouxe um entendimento mais profundo da Rainha das Ciéncias.

Outro ponto que surpreende bastante no estudo dessas construcdes é que, sob certas condi¢des, podemos fazé-las apenas
com uma régua (que ndo possua as marcag¢des usuais de medida)!

Por exemplo, dados um segmento AB e uma reta [ com 4B || [, a construgio mostrada é uma maneira de obter um ponto P

tal que AP = %AB apenas com uma régua.
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Porém a nossa questdo é sobre uma construgio mais impressionante. Vamos mostrar que na figura a seguir, em que P; é o

ponto médio de AB, P, é tal que AP, = §AB. Assim, é possivel dividir em trés partes iguais um segmento desenhado sobre
uma linha de uma folha pautada apenas com uma régua.
S

C Q2 Q1 D |
W\
A P Py B
a) Mostre que ACQ,T,~AP,P,T,. Nesse item, vocé pode querer utilizar o fato de que dois tridngulos sdo semelhantes se, e
somente se, os seus angulos correspondentes sdo iguais.

b) A partir da semelhanca obtida acima e da semelhanca entre ACT,D e AP, T,A (essa vocé nao precisa demonstrar), prove
que:

PP, AP,
co, tm
Nesse item, vocé pode querer utilizar o fato de que dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, os seus lados
correspondentes sdo proporcionais.
c) De ASAP,~ASCQ, e ASAB~ASCD (vocé ndo precisa demonstrar tais semelhangas), segue que:
AP, AB
—_—— (**)
cQ, CD
A partir de (*) e (x*), conclua a demonstragdo. Ou seja, mostre que:

1
AP, = —AB
273

PROBLEMA 4

0 pais dos Esnurfes tem 11 cidades (observe que nio sio os seres azuis que atualmente estrelam uma aventura nos cinemas
e vivem em uma unica vila). Esses enormes seres amarelos (viu, ndo sdo eles, os “azulzinhos”) preocupam-se bastante com
os transportes de modo que cada par de cidades distintas é servido por uma linha de 6nibus.

A capital do pais é uma bela cidade chamada carinhosamente pelos habitantes de “La Esnurfete” e o seu centro industrial é a
ndo tdo querida e nem tdo bela cidade de Garganela. Eles valorizam tanto os transportes que é um passatempo usual ir de La
Esnurfete até Garganela andando exatamente 4 vezes de 6nibus, sendo que, no meio do passeio, o esnurfe pode até passar
por La Esnurfete e Garganela. (Estranho? Esses esnurfes sdo loucos!)

Nesta questdo determinaremos de quantas maneiras podemos nos divertir “esnurficamente”.

a) De quantas maneiras podemos partir da capital e andar 4 vezes de 6nibus, ndo importando a cidade em que terminamos o
nosso passeio?

b) Seja a,, 0 nlimero de maneiras de ir da capital até Garganela tomando &nibus n vezes. Prove que a;.; + a; = 10
Recomendacgdo: nao tente calcular separadamente as expressdes para @, € . Essa é a parte mais dificil, que sera feita no
préximo item.

c) Resolva o problema, isto é, calcule a,.

PROBLEMA 5
Os polinémios ménicos de Chebyshev f,, (x), n inteiro positivo, sdo definidos pela equagio f,, (2 cos @) =2 - cos(na)
Por exemplo, f;(x) = x e,como 2 - cos 2x = (2cosx)? — 2, fo(x) = x> — 2.
Eles tém a propriedade de, considerando o intervalo [—2;2], serem os polindmios com o menor desvio de zero. Ou seja,
sendo a sua imagem o intervalo [m; M], eles possuem o menor valor possivel para o maior dentre os valores de |m| e |M]|.
_ fa@®) (e 1) "+ (x—x2-1)"

E possivel demonstrar que, sendo T, (x) = 5 , Tp(cosa) = cos(na) e, para |x| > 1, T,,(x) = >

a) Utilizando a defini¢do, determine o polindomio f;(x).
Nesse item vocé pode querer utilizar que cos(a + b) = cosa - cosb — sena - senb.

b) Prove que f,.1(x) = x - f,,(x) — f,,—1(x). Essa igualdade garante que as fungdes f,, sdo, de fato, polinémios.
a—b
=
. . . ~ 16 1
c) Calcule o termo independente e o coeficiente de x no desenvolvimento de Ty, (x). Mostre, entdo, que cos STE5
Nesse item vocé pode querer utilizar que, para valores préximos de zero, podemos determinar uma 6tima aproximagio para
o valor numérico de um polinémio apenas a partir de seu termo independente e de seu termo em x.

. N i a+b
Nesse item vocé pode querer utilizar que cosa + cos b = 2cos > Ccos



