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Resolucoes

Nivel a (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)

PROBLEMA 1

a) Do momento em que sairam de Rovaniemi até olegaa USP eles percorreram 829 + 11299 + 43 = 1@a4ifdmetros.

b) Eles gastaram5 x 2 x 2,40 = 360,00 reais com os bilhetes de trem, 825 x 2 x 1,72382R) reais com os bilhetes aéreos e
90,00 reais com o taxi. Ou seja, gastaram 360,2838,00 + 90,00 = 3288,00 reais com transporte.

¢) A venda das 568 pizzas precisa cobrir 0 gastotcansporte de 3288 x 2 = 6576 reais mais o adsfreparo de cada pizza.
Como6576:568 = 11,58 reais, € preciso que cada pizza custe, no miriib8 + 11,21 = 22,79 reais.

PROBLEMA 2
a) A maior fragﬁqll- que é menor qujéé% = é portanto fazemo%— é = % = ; = §+ . Repetimos o procedimento com A
maior fragéol— que é menor qué 62 =21 logo temos> — — , OU seja =2 PPRIETYT
n 21 22 11 21 11
Finalmente2 =2+ 2 = 24+ L4 L
7 3 21 3 11 231
b) COMO33 =8+ 10 + 15, temos == -+ L4 == b —— 4 b — =
119 119 119 119 15 15-119 12 12-119 8 8-119 15 1785 12 1428 952
PROBLEMA 3
Os desenhos estéo fora de escala.
a)

60°

60°

30° 30°

b)
PROBLEMA 4
52 44 1 1 3
a)Sed = (fi; fo f35 fas foife) = (5 TS 11) temos, para a entrad3, os passos:

N, = 22
3
N2:N1f5:22'523'2
N3=N2f5=3'2'5=32
N4_:N3f6:32'11

52
Ny =Nyfy=3%-11-25=22-3-13
44
N6=N5f2=22'3'13'_=24'11
39
Ny = Nf, = 2% 11— = 2¢
7 6J3 11



b) Basta modificai% eg para que somelino expoente no lugar @ee 11 por11 - 2 para somat no comeco. Obtemos
_(104 88 1 1 3 2)

Os estudantes s0 precisam apresentar uma seqgéediancione; ha varias outras solucdes, como ymmelo
_(2 104 88 17 17 3 )

PROBLEMA 5

a) Vemos que para montar o sélido devemos encas«@ecas numeradas de 1 a 6 (representadas alpaistapnto, ao pegar uma
peca qualquer devemos ser capazes de encaixan geghs nela e a Ultima peca sera oposta a essangai®os. Vamos encontrar
pecas opostas tentado procurar aquelas que naegoems se encaixar. Por exemplo, a peca 5 possas sl laterais com dois
bloquinhos juntos, mesmo assim somos capazes @xanessa peca com as pecas 2 (lado de baixtad® direito), 4 (lado de
baixo) e 6 (lado de cima ou de baixo), portantoiaalpeca que ndo conseguimos encaixar é a ppeatanto obrigatoriamente 1 e
5 séo pegas opostas.

Agora veja as pecas 2 e 3, elas possuem trésisatera dois bloquinhos separados e o Ultimo ladardieos possui um bloquinho
apenas, logo elas ndo conseguem se encaixar, jpa?tar3 sdo opostas.

E finalmente, as pecas 4 e 6, que sobraram, s&agpo

Ou seja, os paressdo (1 e5),(2e 3) e (4 e 6).

b) E possivel aplicar nesse item b a seguinte :igia fileiras em que ha contato entre as pecapodem haver quadradinhos
azuis adjacentes. Desse modo é imediato que, ndigdgao, as vizinhas da esquerda e da direigeda 1 sdo, em alguma ordem,
as pecas 4 e 6. Dai é s6 ir usando varias vezds oifado acima.

Nivel (82 e 92 anos do Ensino Fundamental)

PROBLEMA 1

a) Do momento em que sairam de Rovaniemi até obegaa USP eles percorreram 829 + 11299 + 43 = 1@a4ifdmetros.

b) Eles gastaram5 x 2 x 2,40 = 360,00 reais com os bilhetes de trem, 825 x 2 x 1,72382® reais com os bilhetes aéreos e
90,00 reais com o taxi. Ou seja, gastaram 360,2838,00 + 90,00 = 3288,00 reais com transporte.

¢) A venda das 568 pizzas precisa cobrir 0 gastotcansporte de 3288 x 2 = 6576 reais mais 0 @sreparo de cada pizza.
Como6576:568 = 11,58 reais, é preciso que cada pizza custe, no mirdityd8 + 11,21 = 22,79 reais.

PROBLEMA 2
Os desenhos estéo fora de escala.
a)

60° 60°

60° 60°
30° 30° 30° 30°




b) Marcamos os angulos do triangulo co®d, 45° e 105°. Observando o encaixe dos lados podemos marcagomtes angulos.

Observando os triangulos da esquerda e direita vgmue y + 45= 180, ou seja, y = 135Veja ainda que a "engrenagem"” possuli
dois angulos de 3Q mais uma vez observando os tridngulos da esgeetdireita vemos que x + 38 180, ou seja, x = 150

PROBLEMA 3
a)
X* 50° + 5k° k? — 42k +80 =0 k=2ouk =140
= e ———— _ = Lt = =
50 + 5k ou
Parak = 2, X = 222 = 10; parak = 40, X = "0 = 20~ 416,
b) Uma abordagem bem direta é tomay &> X, = X3 = --- = Xy. Entdo, teremos
LU X’ o X1 . >
X EX_1=X1 eXEW,l.e.,X = NX
Por exemploN =11eX, =X; =--=X;; =2eX; =1100—2-10 = 1080. Temos
M=2-10+ 1080 = 1100
X =2 _ 100
=17=
P 10807 +10-27 604510100 =10 -F
- 1100 - ’ -
PROBLEMA 4

a) Aplicando o algoritmo guloso, temiezs= % + g =14ip 32411 L

, o pe 15 1 1 1 1
Ha outras possibilidades, como=-+-+ —+ —
19 2 4 38 76

T = Ja] _ [pl+r] _ r _
b) Temos qué® < - <1, entao[p] = [—p ] = [l +p] I+1.
p 1 _ pltp—q _ pltp—pl-1r _ DT = oo ~ Lo
C) e T D = eiD " s E facil perceber que o numerador da fracdo qbeosodiminuiu. Como o

numerador diminui a cada etapa, 0 numero de etapagnaximg. Sendo assim, a frag%cé a soma de no maxinpo
fracBes egipcias distintas.

PROBLEMA 5

a) No pentagono regular ha somente duas distadisi@stas: os cinco lados e as cinco diagonaisaddry = 2.

b) Note que circulos concéntricos tém intersec&ava que circulos ndo concéntricos tém no médnpmntos de intersecao.
Como hast pares de circunferéncias, sendo uma com centrB, enoutra com centro eRy, a quantidade de pontos de intersecao
entre circunferéncias é no maxiret.

¢) Osn — 2 pontos des diferentes d&; e P, sdo intersec¢des entre circulos com centr®emP,, sendo assim um subconjunto dos
pontos de intersecdo entre circunferéncias desaridagtem anterior. Logdst > n — 2.

Suponha, sem perda de generalidade,t. Note que as circunferéncias com centro el tém raios diferentes. Como cada
circunferéncia contém algum ponto£leha pelo menos distancias diferentes (uma para cada raio). Assim,

-2 -2 . -2
252 >2st >n—2 = s? 2"7(:»52 /"T.Assm,En >s=> f"T



Nivel y(12 e 22 séries do Ensino Médio)

PROBLEMA 1
a)
’ s
P
I a
A,C: 450
D
b)
’ s
P
Q A,C: 450
D

De acordo com a vista superid4d = senx. Mas o tridanguloPQA é retangulo e isosceles, logd) = QA = senx, como
queriamos demonstrar.

PROBLEMA 2
a) Como
[A B [D —B] _ [AD—BC —AB + BA
¢ Dll-c A CD—-DC —-CB+ DA
€ claro que a igualdade é falsa.

Para apresentar um contraexemplo, basta tomarzewdre B que ndo comutam. Podemos tomar, por exerdpto £ = [(1) (1)]e

A _ a1 0
B=D=4A _[1 o)
Mll MlZ M13
b) SejaM~! = [M21 M,, M,;|. Entdo
M31 M32 M33
I A 0] [Myy M, Mg I 0 0
0 [ B|-(My1 My My =[0 I 0]@
0 0 Il M3y M3, Mss 0 0 I
My, + AM,; My, + AM,, M3+ AM,, I 0 O
M,, + BM3; M,, + BM,, M23+BM33l=[0 )i 0](:)
M31 M32 M33 0 0 I
I —A AB
M_1=[0 I —B
0 O I
1 0 -1 -2 0 0
[0 1 -3 —4 0 0]
c)Como[; ZH g]=[; g],utiIizandooitemb,ainversadamatrizda{i%ég (1) (1) :1 _02‘
0 o0 0 0 1 0
l0 0 0 0 0 1J

PROBLEMA 3

a) Imagine que cada formiga carrega uma bandedssédvez néo foi tdo impressionante, né). Apés&g0ndos as bandeiras terao
dado uma volta completa na haste e estardo enpssg$es iniciais. Temos ainda que as posicdesviasaentre as formigas néo
se alteram.

Logo se uma das formigas estiver em sua posicéialiniodas estéo.



b) Como as formigas ao se encontrarem trocam adsedd caminhada sem alterar 0 médulo da velocidadeomatério das
velocidades é constante.
Considerando o item anterior, para Alice estarusamosicao inicial apds00 segundos, tal somatério deve secm/s ou- N cm/s
ou 0 cm/s. Ou seja, todas as formigas devem estar bamilo no sentido anti-horéario ou todas devem eatainhando no sentido
horario ou metade caminha inicialmente em cadadsent
Portanto ha dois casos a considerar:
-SeN =2k + 1, k = 0, ndo é possivel que o somatério das velocidage® se/s. Logo a probabilidade pedida é

2 1

22k+1 2k

-SeN =2k, k=1, existem(zkk) maneiras de termos metade das formigas caminhaigalmente em cada sentido. Logo a
2k
" 20
probabilidade ped|daezzT.
PROBLEMA 4
a) Utilizando a aproximacéo dad® < 101°° © n < 1001log, 10 © n < 332,2 © n < 332
Isto €, h&332 poténcias d& menores ou iguais E01°°.
b) H& no maximdog, n poténcias dé& no intervalo del an. E, sendaz”? uma poténcia perfeita no intervalo tl@an, a < vn.

Logo o nimero de poténcias perfeitas no intervald @n € menor ou igual E;@Z log, n que € menor do quén - log, n.

. -1 1
c) Pelo item b‘,)FTE") < Zgzn — logzn

n
Podemos, entéo, tomaAr= 101°9° e teremos
PF(10%°°0) ]og, 101°%° 5000

_ . 10-497
101000 < /101000 < 10500 5-10
d) SejaPA(n) o numero de termos da PA no intervaldlden. Entao
a, —a a
PA(a,) =k == 1+1>7"+1

Uma maneira:
Supondo que exista uma PA crescente cujos terrmjens sedos poténcias perfeitas, teremos, para taPRfn) < PF(n) e,
portanto, para todk inteiro positivo:

ak
—=+1 PA(a PF(a PF(a 1 1 log,a, 1 1 log,a, 1
T < (k)S (k)=> (k)> g2 Ay - 82 A

=
a a a a rooay [ay rooag [a, r

Tomando, por exemplay, > 22¢, a desigualdade (*) é equivalente a

Parat = 2r, comor = 2, 2t = 22" > (2r)? e chegamos a uma contradigao.
Outra maneira:

Para todd inteiro positivo:

ayg
—+1 p4 PF ]
r < (ax) < (ax) < 082 Ay

a a ax Jax

Assim,
1 1 log, a 1
lim(—+—)slim 82 k=>—§0
k—oo \T ak k> ,ak T

E obtemos uma contradicéo.

PROBLEMA 5
a) Ha varias possibilidades. Uma é

3-5
linha O:T—> 0;1->1
1
linha 1:§—> 2;1-4
2-7
linha Z:T—> 2;1->3
3
linha 3:7—> 3;1->1

1
linha 4:§ -4

Explicando melhor, a ideia é somafatores2 uma quantidade de vezes.
e A linha 0 troca2™ por3™ - 5". Os fatores3 vdo servir para somar repetidas vezes; os fatorecontam quantas vezes

somamost;

* A linha 1 diminui a quantidade de fatoreeem1, caso haja fatores caso nédo haja, o programa esté prestes a tereinar
vai para dinha 4, onde é finalizado;

e A linha 2 trocan fatores3 porn fatores2 (ou seja, somamog) en fatores7. Por que os fatoreé®? Veja a proxima linha!



e A linha 3 repbeos fatores3 (precisamos deles de novo para colocar mais &fdfetrocando o1 fatores7 da linha
anterior por fatore3 e depois retornalénha 1, onde diminuimos fatorése comeg¢amos tudo de novo!

* Enfim, alinha 4, que é onde o programa termina, retira todos tosefs3 que sobraram (eles vém Haha 3, que passa
para dinha 1), até sobrarem somente fatoPegjue é a saida.

b) Primeiro vamos tirar as referéncias as propinass:

3-5
linha 0:—2 ->01->1
1
linha 1:§—> 2.a;1 - 4.a
2-7
linha Z.a:T—> 2.b;1->3.a
2-7
linha 2. b: T—) 2.a;1->3.a
3
linha 3.a:7—> 3.h;1-1
3
linha 3.b:7—> 3.1 -1
1
linha 4.a:§ ->4.b

1
linha 4. b:§ - 4.a
Vamos agora fazer a substituicdo por primos:
3-5
linha O:T -0;1->11

1
linha 11:§ - 13;1-> 29
2-7
linha 13:T - 17;1- 19
2-7
linha 17: =3 - 13;1->19
3
linha 19:7 -23;1->11
3
linha 23:7 - 19;1 - 11
1
linha 29:§ - 31

1
linha 31:§ - 29

Agora, vamos construir as sequéncias de fracGemd® linha, usando a regra dadali®ha 0 € um caso especial: em vez de a
associarmos a um primo, a associamos ao nummero

3-5
linha OST; 11

13 29
linha 11: —— T 11 1
2-7-17 19
3-13 '13
2-7-13 19
3.17 '17
3 23 11
linha 19: —— = 19 e

3:-19 11

linha 23: m 23

linha 13:

linha 17:

linha 29 31
inha 29:3—4

linha 31: 29
inha 31: 57—

. A . ~ , 1 .
Finalmente, podemos obter nossa sequéficimsta tomar as linhas ndo nulas em ordem, codlmaumero%—, sendagp; as linhas,
i

em ordem (eles “fecham” cada linha; é como se fossede C++ ou “end” de Pascal), diaha 0:

5-11°11' 3-13 '13’ 3-17 '17'7-19°19'7-23°23°3-29'3-31'11°13°'17°19°23°29°31" 2

(13 29 2-7-17 19 2-7-13 19 3-23 11 3-19 11 31 2911111113'5 )



