XXXV OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Fase Final (5 de novembro de 2011)
Nivel a (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br
Folha de Perguntas

Instrucbes

e A duracéo da prova é de 3h30min. O tempo minimpedmanéncia é de 1h30min.

» Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema valpds.

» Preencha todos os dados solicitadoBloao de Resolucdes

» Todas as respostas devemjsstificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentexdisco de Resolucdes
« Resoluces a tinta ou a lapis.

» E permitido o uso de calculadora (ndo € permaida telefones celulares ou de aparelhos com aadasernet).

* Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolugdesleve est&olha de Perguntasom voceé.

PROBLEMA 1

Aino e Eino, eximios pizzaiolos residentes em R@an (terra do Papai Noel e capital da Laponia)aridia), vieram para Sao
Paulo, mais precisamente para a Cidade UnivessitariJSP.

Para se deslocarem até a USP, eles primeirameata fte trem de Rovaniemi até Helsinki. A viagene&29 km e eles gastaram
75 euros cada um.

De Helsinki eles seguiram de avido até S&o Paakiagdo 825 ddlares cada um para percorrer octrdget 1299 km.

Do aeroporto internacional de S&o Paulo eles fqrara a USP de taxi, e gastaram juntos 90 reaisppendo 43 km.

a) Desprezando as distancias percorridas a pétasuguildmetros eles percorreram do momento ensgiram de Rovaniemi até
guando chegaram na USP? (Seja grato aos esfor¢®espdd Noel para chegar & sua casa, no caso déevaegcomportado bem!)
b) Considerando que 1 euro vale 2,40 reais e gldat vale 1,72 real, quantos reais eles gastamtotal com transporte para ir
de Rovaniemi até a USP?

c) Agora é hora de Aino e Eino trabalharem. Eles péeparar 568 pizzas tipicamente finlandesas, pana cada um dos 568
participantes da fase final da OPM na USP. O cusito 0 preparo da pizza é 11,21 reais. Admitindopara voltar para casa eles
vao gastar com transporte 0 mesmo que gastaranvipargupondo que todas as pizzas serdo vendjdakg¢ o preco minimo da
pizza para eles pagarem as duas viagens de idaaawviagens de volta e o custo de preparo?

PROBLEMA 2
No Egito Antigo, as fracdes eram expressas prihipate como somas de fragcfes distintas com numergdal al. Por isso,
fragbes com numerador igual lasdo chamadafacdes egipciasPor exemplo, eles utiIizavani%% no lugar de% (mais

. . T 1 1
precisamente, eles escreviam hieroglifos que reptast eg).
Os mateméticos questionaram se era possivel repaesedo nimero racion%l coml < p < q, como soma de fragdes egipcias

distintas. A resposta é sim, e foi encontrada jmorfacci (0 mesmo da sequéncial).
Para isso, pode-se utilizaratgoritmo gulosg que funciona da seguinte forma: subtraimos d;zﬁdlzéa maior fragé(% gue € menor

do queg e depois continuamos o processo com a fracaoaluars Por exemplo:
4 1 4 1 1 3 1 1 2 1 4 1 4 1 4 1
( ) 29 ' 1233 ' 3039345

177°57\1775) 75785 520 2265 5
3 ~ L -
a) Escreva; como soma de fragBes egipcias distintas.

b) O problema do algoritmo guloso é que ele gaedes com denominadores muito grandes (c®®38345 no exemplo acima).

O proprio Fibonacci sugeriu outro método, basezfdtinlentidadcaba_1 =%+ b(a;—l)' Por exemplo, o algoritmo guloso gera, para

%, a expansao
8 1 1 1 1
11275737 %070
Para aplicarmos a ideia de Fibonacci, escrev%%osmo soma de fragdes cujos numeradores sao a@igigistintos do sucessor do
denominador, ou seja, dé + 1 = 12, e utilizamos a identidade acima:
8 2 6 1 1

1 1 1
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Tendo essa ideia em mente, esCreyaomo soma de fra¢es egipcias distintas, todadeoiwminadores menores i@l 1.



PROBLEMA 3

Aino e Eino, os primos finlandeses de Arnaldo enBlfo, abriram um restaurante especializadgaeimelihapizzauma pizza de
carne moida finlandesa. Aino e Eino fazem pizaasgulares.

As pizzas séo feitas por Aino e entregues em céd@ites por Eino sob medida e que as acondiciorenfeippamente. Todavia, Eino
as vezes erra, fazendo uma caixa que é congru@iteaamas esta invertida (ou seja, € uma vergaahexia da pizza):

- [ =

Aino desenvolveu uma técnica para colocar a piz&aixa sem vira-la de cabeca para baixo (afiréd, ppdemos arruinar a
deliciosa cobertura de carne moidal). Ele cortazaapem trés pedacos, fazendo cortes a partir dpanto que estd a mesma
distancia dos trés lados do triangulo (esse pontméadancentrodo triangulo):

S A

Porém um dos clientes de Aino e Eino, o profesgatd®, faz pedidos um pouco mais excéntricos.delde que as pizzas venham
em no méaximo dois pedacos e especifica também gsldninternos da pizza. Ele pediu, dessa vezr@umatzas: uma com
angulos internos de5°, 50° € 105°; uma com angulos intern@9°, 60° e 90°; uma com angulos intern@9°, 60° e 100°; e uma
com angulos internos d&°, 45° e 120°.

Infelizmente, Eino fez as caixas invertidas novammegigue azar!). Aino conseguiu cortar duas dasapizm dois pedacos e

encaixa-los:
25° 25°
50° 50° 25° 5o 50° 50°
20° 20° 20° 20°

Agora € a sua vez! Em ambos 0s itens a seguir,daig® nas figuras acima, marcando os angulos regpe de pizza e como
gira-los.

a) Mostre como Aino deve cortar a pizza com angulesnos30°, 60° e90° em dois pedagos para coloca-los na caixa.

b) Mostre como Aino deve cortar a pizza com angintesnos15°, 45° e 120° em dois pedagos para coloca-los na caixa.




PROBLEMA 4
O grande matematico John Horton Conway (ja presenmteoutras OPMs) criou uma linguagem de programée®eada em
sequéncias de nimeros racionais positivos, a FRABGI Ramos conhecé-la.
E dada uma sequéncia de racionais positivos. Em pasgso da execucdo de um programa FRACTRAN, aden& um inteiro
positivo que deve ser multiplicado pelo primeironaiio da sequéncia tal que o produto seja intesse Pproduto € a entrada do
préximo passo.
Para o primeiro passo sempre se toma uma potéada idto é,N; = 2", paran inteiro positivo. O programa termina quando
obtemos novamente uma poténcia2ddizemos que tal poténcia deé asaidade nosso programa. Complicado? Um exemplo
deve ajudar.

52 441 13

Considere a sequéndia= (fy; f2; fs; fas fsife) = (g'g'ﬁigigi 11). Para a entradz?, os passos Sa0:

N1:23
3
N2=N1f5=23'§=3'22

3
Ny =Nofs =3-22-5=3%-2
3
N4=N3f5=32'2'§=33
N5=N4f6=33'11

52
Ne = Nsfy =3% 1152 =2732-13

44
Ny = Nofy = 22-3% 1355 = 24311
52
N8=N7f1=24'3'11'§=26'13

1

N9=N8f4=26-13-ﬁ=26
A saida é, portant@®. Para facilitar o entendimento do processo, osgsaforam escritos explicitando-se as fatoragGepranos
das entradas.
Pode-se provar que, para a sequéAcise a entradaZ', a saida 82"
a) Considerando novamente a sequédgiascreva todos os passos para a eniada2?. Sabemos que a said2% mas vocé
deve listar todos os passos intermediarios.
b) Sejan inteiro positivo. Apresente uma sequéncia de retopositivosB tal que, se a entrad28, a saida @3"+1,

PROBLEMA 5

Esmeralda tem um quebra-cabeca formado por se#s plscespessura 1 as quais devem formar um sd@aque corresponde a
um cubo com aresta 5 menos os cubos unitariosértises.

A seguir mostramos as pecas e o0 sélido montado gsetlivisdes entre pecas nem 0s numeros das pesasjiimeros devem ficar
para o lado de fora do sélido e as pecas podeqiragias (observe que as pecas 2 e 3 sdo iguais).

b) Desenhe as pecas na planificacdo dada na felhesdostas, indicando como montar o cubo. J& mascama peca para Voceé.

a) Quais sdo os pares de pecas opostas, ou sejadgse tocardo no cubo montado?
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Instrucdes

* A duracéo da prova é de 3h30min. O tempo minimpedmanéncia € de 1h30min.

* Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema valpdhios.

» Preencha todos os dados solicitadoBloao de Resolucdes

» Todas as respostas devemjastificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentad@isco de Resolugdes
 Resolugfes a tinta ou a lapis.

« E permitido o uso de calculadora (ndo é permiida telefones celulares ou de aparelhos com aadagernet).

Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolucbesleve est&olha de Perguntasom vocé.

PROBLEMA 1

Aino e Eino, eximios pizzaiolos residentes em R@man (terra do Papai Noel e capital da Laponia)afidia), vieram para Sao
Paulo, mais precisamente para a Cidade Univeesiti@iUSP.

Para se deslocarem até a USP, eles primeirameata fite trem de Rovaniemi até Helsinki. A viagene@#9 km e eles gastaram
75 euros cada um.

De Helsinki eles seguiram de avido até Sdo Paakiagdo 825 ddlares cada um para percorrer octrdget 1299 km.

Do aeroporto internacional de Sao Paulo eles fgrara a USP de taxi, e gastaram juntos 90 reaispwendo 43 km.

a) Desprezando as distancias percorridas a pétagugnildmetros eles percorreram do momento ensgiram de Rovaniemi até
guando chegaram na USP? (Seja grato aos esfor¢espdd Noel para chegar a sua casa, no caso deéevaEcomportado bem!)
b) Considerando que 1 euro vale 2,40 reais e gidal vale 1,72 real, quantos reais eles gastamtotal com transporte para ir
de Rovaniemi até a USP?

c) Agora é hora de Aino e Eino trabalharem. Eles péeparar 568 pizzas tipicamente finlandesas, pana cada um dos 568
participantes da fase final da OPM na USP. O cersito o preparo da pizza é 11,21 reais. Admitindopgara voltar para casa eles
vao gastar com transporte 0 mesmo que gastaranvipaaupondo que todas as pizzas serdo vendjdakgé o preco minimo da
pizza para eles pagarem as duas viagens de idaaaviagens de volta e o custo de preparo?

PROBLEMA 2

Aino e Eino, os primos finlandeses de Arnaldo enBlfo, abriram um restaurante especializadgaermelihapizzauma pizza de
carne moida finlandesa. Aino e Eino fazem pizaasgulares.

As pizzas séo feitas por Aino e entregues em céd@its por Eino sob medida e que as acondiciorenfeippmente. Todavia, Eino
as vezes erra, fazendo uma caixa que é congru@iteaamas esta invertida (ou seja, € uma vergaghexia da pizza):

- [ =

Aino desenvolveu uma técnica para colocar a piz&aixa sem vira-la de cabeca para baixo (afiréd, ppdemos arruinar a
deliciosa cobertura de carne moidal). Ele cortazaapem trés pedacos, fazendo cortes a partir dpanto que estd a mesma
distancia dos trés lados do triangulo (esse pontméadancentrodo triangulo):




Porém um dos clientes de Aino e Eino, o professatd®, faz pedidos um pouco mais excéntricos.pelde que as pizzas venham
em no maximo dois pedacos e especifica tambémaddminternos da pizza. Ele pediu, dessa vezpi@ss: uma com angulos
internos de25°, 50° e 105°; uma com angulos internd9°, 60° €90°; e uma com angulos internos ¥, 45° e 105°.

Infelizmente, Eino fez as caixas invertidas novameque azar!). Aino conseguiu cortar a primeiraza@iem dois pedagos e

encaixa-los:
25° 25°
50° 50° 25° 5o 50° 50°

Agora é a sua vez!

a) Mostre como Aino deve cortar a pizza com angul@snos30°, 60° e 90° em dois pedacos para colocé-los na caixa. Faca com
na figura acima, marcando os angulos nos pedagpgziee como gira-los.

b) A terceira pizza deu mais trabalho do que Aispeeava! Mas Aino conseguiu: fez um corte que lembm pedaco de uma
engrenagem. Determine os angutosy marcados na figura.

PROBLEMA 3
Sempre que vamos ao banco ou a praia ou a umna@staué comum termos a impressdo de que o lugatotado o tempo todo,
mesmo que isso ndo seja verdade. Exploraremosni@hfeno neste problema.
Uma escola tenV salas. Sej&; o nimero de alunos na sdlal < i < N. Entdo o nimero médi& de alunos em uma sala
selecionada ao acaso (“média de alunos por satiéjlé por
X+ X, e+ Xy
B N
O numero esperad&™ de alunos na sala frequentada por um aluno sebkmbioao acaso é
X' =p Xy +p-Xo+ - +py- Xy
em quep; é a probabilidade de escolhermos um aluno quenestala, 1 < i < N. Podemos dizer que o nimero esperatimede
a sensacdo que os alunos tém de o quanto a sakhes.

Sendo, entdoy; + X, + -+ Xy = M, temosp; = % e

_ (X1)2 + (Xz)z + -+ (XN)Z
= — T

Também podemos expressar a média de modo maisesikip: e

Por exemplo, se temdé = 3 salas, conX; = 24, X, = 6 eX; = 6 alunos,
M=24+6+6=36

X*

Y_&+&+&_M_%_n
B 3 ~ 37 3
goo KX+ (K)° 247 +6° 467 o
- M N 36 -

a) Suponha que em uma escola haja seis salas: alm&@n50 alunos e outras cinco salas cémalunos. SendX™ = 42,
determine os possiveis valoreskde calculeX para cada um deles.

b) Encontre valores inteiros positivos pafae X;, X, ..., Xy de modo queX* > 10X. Atengda Existem infinitos conjuntos de
valores com tal propriedade; vocé so precisa enibir



PROBLEMA 4
No Egito Antigo, as fracdes eram expressas prihmipate como somas de fragcfes distintas com numergdal al. Por isso,

~ . ~ ~ s - 1 1 8 )
fragbes com numerador igual Jasdo chamadafacdes egipciasPor exemplo, eles utlllzavargl+g no lugar deE (mais

. . T 1 1
precisamente, eles escreviam hieroglifos que reptasy eg).
Os mateméticos questionaram se era possivel represedo nimero racion%l coml < p < q, como soma de fragbes egipcias

distintas. A resposta é sim, e foi encontrada fmorfacci (0 mesmo da sequéncia!).
. - . . . P ~ . ~ 1 z
Para isso, pode-se utilizaratgoritmo guloso que funciona da seguinte forma: subtraimos d;am%a maior fra(;a(-r}l gue € menor

do queg e depois continuamos o processo com a fracaoaluars Por exemplo:
4 1 ( 4 1) _ 1 3 1 1 2 1 1 1 1

7 57\1775) 585
a) Escrevag como soma de fracBes egipcias distintas.

29 * 2465 5 * 29 * 1233 * 3039345

b) A cada passo do algoritmo guloso, determinamosiar fracdo egipcia menor do que uma fracéo egﬁqmcia)g. Como§ = %

14
1
i devemos toma¥ como

. . . .. 4
devemos tomar como denominador 0 menor inteiro maioigual a%. Por exemplog =

-J>|’;,‘|>—l

denominador.
Considerando a funcé®to dex, denotaddx], tal que[x] = menor inteiro maior ou igual a x, a cada passo do algoritmo

guloso tomamos a fragdo egipéif;\ Note que, no exemplo inicia{llﬂ = [4,25] = 5.
P

Sendog =pl+r,0 <r < p, emqud é o quociente e é o resto da divisdo euclidianaqlep, calcule[%] em funcéo dé.
¢) Mostre que, a cada passo do algoritmo gulosaneerador da fragcdo que sobra diminui e concluaauimefragé(% € a soma de,
no maximop fracdes egipcias distintas.

PROBLEMA 5
Neste problema estudaremos um problema propostenpalos maiores matematicos do Século XX, Paul€rdo

Qual é o nimero minim@, de distancias distintas determinadas por um cdojagien pontos no plano?
Paran = 2 temos dois pontod} e B, e uma Unica distancia a considerB. Logo E, = 1. Paran = 3, temos trés pontod, B e
C; o nimero minimo de distancias é atingido quards &30 os vértices de um tridngulo equila®A®BC. Novamente temos
apenas uma distancia, ou sdja= 1. Paran = 4, temos quatro pontod, B, C e D. Considere dois tridngulos equilateto$BC e
ABCD. Temos duas distanciadE = AC = BC = BD = CD # AD). Assim,E, = 2.

B B D
A
.\.B
A c A C
E3 =1 E4 = 2

E2 = 1
a) Paran = 5, 0 valor minimaEs € obtido quando consideramos os vértices de utdgemo regular. Quantos?

b) Uma férmula para tal nimero de disténcias temastrado fora de cogitacdo. Assim, provaremos gaen = 2, E,, > /nT_Z .

Essa ndo € uma estimativa muito boa (observe orcasd), mas da uma ideia dos métodos utilizados parer obsultados mais
proximos dos valores reais.

SejaS um conjunto de: pontos no plana; = 3. TomeP,, P, € S. Desenhe circunferéncias concéntricas com centrB, ele modo
gue todos os pontos decom excecao dB, eP,, pertencam a alguma dessas circunferéncias. Fagsmo par®,.

D

Sejams e t, respectivamente, o nimero de circunferénciasntles@s com centra®, e P,. Determine 0 nimero maximo de
interseccdes entre tais circunferéncias. Consieias as intersec¢cdes, ndo apenas as que deterponans desS.

C) A partir do item anterior, mostre gRet > n — 2 e conclua qué&,, > InT_Z paran > 2.
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Instrucdes

* A duracéo da prova é de 3h30min. O tempo minimpedmanéncia € de 1h30min.

* Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema valpdhios.

» Preencha todos os dados solicitadoBloco de Resolucdes

» Todas as respostas devemjastificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentad@isco de Resolugdes
 Resolugfes a tinta ou a lapis.

« E permitido o uso de calculadora (ndo é permiida telefones celulares ou de aparelhos com aadagernet).

Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolucbesleve est&olha de Perguntasom vocé.

PROBLEMA 1
O formato do grafico da funcéo seifgx) = senx comf: R — R, € conhecido comsenoide
y

V><

Vocé pode obter uma senoide cortando um cilindvestddo de papel com um plafioque formad5° com seu eixo e desenrolando
o papel. Tal plano esta indicado em amarelo e wead@ura abaixo.

Suponha que o raio do cilindrd €A figura a seguir mostra a vista superior dandilo:

B

D

a) Sejax o plano perpendicular ao eixo do cilindro e quespgelo centro da secc¢do do plano no cilindro.pgBgimo desenho que
aparece na Folha de Respostas da vista lateralimir@ (ou seja, no plano perpendiculad@ que conténBD). No seu desenho,
devem aparecer, além da projecao do ptafgue ja desenhamos para vocés), as projecdésRleC, D, P e da sec¢do do plajo
no cilindro.

b) Mostre que a distancia do potaao planox € sen x, sendo que s&enx < 0, entdo 0 ponto esta abaixo @eOu seja, mostre
gue ao desenrolarmos o papel cortado do cilindtereinos uma senoide.



PROBLEMA 2
Quando trabalhamos com matrizes, muitas vezesavadma cometer um pequeno “abuso de linguagemiigdarar, por exemplo,
gue uma matri2n x 2n é formada por quatro matrizes< n. Assim, o produto de duas matrizZgsx 2n pode ser dado por

[A B [E F1_ [AE+BG AF + BH

C DIIG H

“ lCE+DG CF+DH
em queA,B,C,D,E,F,G e H sdo matrizesn X n. Observe que as operacBes indicadas sdo entrézemaffembre que a
multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa!).
. . . . - BifbD -B AD — BC 0
= ?
a) Sejad a matriz nula de ordem (isto é,n X n). E verdade qu[éé D] [—C A [ 0 AD — BC]'

Caso seja verdade, demonstre a identidade; cat@itonapresente um contraexemplo.

I A 0
b) Determine a inversa da mattiz= |0 [ B/, na quald e B sdo matrizes x n, 0 é a matriz nula de ordeme [ é a matriz
0 0 I
I 0 0
identidade de ordem. Ou seja, determine, em funcdoAle B, a matrizM~! tal queMM™* =M~M =(0 I 0.
0 0 I
1 01 2 3 4
[O 1 3 4 7 8
: . 01 0 1 0|
c) Determine a inversa da mat}% 00 1 1 2f
[O 0 0 01 OJ
: : 0 0000 10
Dica: Nesse item, talvez vocé deseje utilizar a férnaliada em b. Acerte-o!

PROBLEMA 3
Veja s6 que moleza: apresentaremos o enunciadeselacdo de um desafio do excelente problemidtr Pénkler:

N formigas estéo distribuidas ao longo de uma Hasteontal del metro de comprimento. Cada formiga comeca a camipara
Leste ou Oeste com uma velocidadeldem/s. Quando duas formigas se “chocam”, elas trocarantido de sua caminhada
porém sem alterar o médulo da velocidade. Quakegnpo maximo necessario para todas as formigansalia haste?

Resolucaolmagine que cada formiga carrega uma bandeita QRiando duas formigas se encontram, além de maoda sentidg
de sua caminhada, elas trocam as suas bandeim, A&sn todos 0s instantes cada formiga esta eardeglgumabandeira e d
sentido da velocidade das bandeiras nunca muda. $@gno inicio, havia uma formiga em uma das exttedes que caminhava
em direcdo a outra, a bandeira que ela segurasialmente demorara 100 segundos para percorreatedtensao da haste. Esse €,
portanto, o tempo maximo necessario para todawasgas sairem da haste.

Claro que essa apresentacao tem (boas) segunelasies. Vocés irdo resolver agora optablema de Peter Winkler!

N formigas estéo distribuidas ao longo de uma hastalar de 1 metro de comprimento. Cada formiga comeca a camninb
sentido horario ou anti-horario com uma velociddeé cm/s. O sentido da caminhada de cada formiga é escoithghtoriamente
com igual probabilidade. Quando duas formigas Bec¢am”, elas trocam o sentido de sua caminhadanpsem alterar o médulo
da velocidade. (Tudo muito parecido até agoraMendo da para as formigas sairem de uma hastiacl)

ResolucdoAgora é a sua vez!

a) Considere uma formiga em particular que chamaseiice. Mostre que, ap6$00 segundos, se ela estiver em sua posi¢ao
inicial, entdo todas as formigas estardo em susiggEs iniciais.
b) Qual é, em funcéo d¢é, a probabilidade de, apd§0 segundos, Alice estar exatamente em sua posiigdal

PROBLEMA 4

Denominamos “poténcia perfeita” todo nimero queepsrt escrito na forme& em quea e b séo inteiros positivog, > 2 eb > 2.
a) Determine o nimero de poténcias2dgsto €, nimeros da forn2l comn inteiro positivo) menores ou iguais1a1°. Vocé
pode desejar utilizar queg, 10 = 3,322.

b) Justifique a afirmacéo a seguir:

“O nimero de poténcias perfeitas eritren € menor do qugn - log, n.”

¢) SendaPF (n) o numero de poténcias perfeitas entren]l éemonstre que exist¥ tal que%(m € menor do qu&0~1%, (Assim

estamos mostrando que, em certo sentido, as patéperifeitas sdo “raras”. Sinta-se mais feliz rixipra vez em que encontrar
um4!)

d) E possivel que uma progressio aritmética cresagfinita seja composta apenas por poténciagipes?

Lembre-se de que uma PA crescente infinita é umaéseia(a,, a,, as, ...) cujo termo geral &, = a, + (n — 1)r, em quer € a
razdo da PA; > 0.



PROBLEMA 5
O grande matematico John Horton Conway (ja presenmteoutras OPMs) criou uma linguagem de programég@®eada em
sequéncias de nimeros racionais positivos, a FRABGI Ramos conhecé-la.
Seja(fi, f>, -, fm) Uma sequéncia de nameros racionais positivost-8simo passo da execugdo do nosso programa FRACTRAN
aentradaé um inteiro positivaV, que deve multiplicado pelo primeiyp tal queN, f; € um nimero inteiro. Tal produtg,f; é a
entrada do proximo passo, ou séjg,; = Nif;.
Para o primeiro passo sempre se toma uma potéada idto é,N; = 2", paran inteiro positivo. O programa termina quando
obtemos novamente uma poténcia2ddizemos que tal poténcia deé asaidade nosso programa. Complicado? Um exemplo
deve ajudar.

52 L4401 1 3

Considere a sequéndia= (fy; f2; f3: fa fsife) = (— —; === 11). Para a entradZ’, os passos sio:

33”739’11713’ 2’
N1=23

3
N2:N1f5:23'§:3'22
3
N3=N2f5=3'22'5=32'2

3
N4=N3f5=32'2'5233
N5:N4f6:33'11

52
Ne = Nsfy =3% 1152 =2732-13

44
N7=N6f2=22'32'13'§=24'3'11
52
Ny =Nyfy=2%-3-11-22=2°-13

1

N9=N8f4=26-13-E=26
A saida é, portant@®. Para facilitar o entendimento do processo, osgsaforam escritos explicitando-se as fatoragGepranos
das entradas. Pode-se provar que, para a sequUémseia entradaZ’, a saida @2".
Suponha que uma dada sequéoite racionais positivos fornece para as entra8as inteiro positivo, saidag’™. Dizemos que
a sequéncid computaa fungaof (n). A intencdo dessa questdo é ensinar as ideiasabata programagdo em FRACTRAN. Vocé
ird aprender a construir uma sequéncia que congplutacaof (n) que vocé desejar. (Assim esperamos!)
Primeiro escrevemos um programa, em uma linguagemndgnominaremos pré-FRACTRAN, no qual cada lieima & seguinte
forma:

. D1 D2 Pk
linhan: — > n;;—-ny; ... — > ny

a1 q: dx
Sendo que a acéo a ser realizada na linBarocar o inteiraV por%N para o primeird (1 < i < k) para o qual tal resultado é
L

inteiro e ir para a linha; . Como no FRACTRAN, a entrada € uma poténcid deo programa termina quando obtemos uma nova
poténcia d&. Por exemplo, considere o programa P1 a seguir:

3
linha 0: E—>O;1—>1
22
linha 1: 3 -1

Para a entrad%?, 0 programa P#&xecuta os seguintes passos:
3 linha 0 2 linha 0 2 linha 0 3 linha 0 3 linha 1 2 linha 1 linha 1
— 2°-3 2-3 3 3 —

22-3 2%-3——26

(ja viu esses passos hoje?) e termina.
Para chegarmos as fracdes propriamente ditas,uaxcki-se a linh@, tiramos as referéncias de uma linha a ela mePma.
exemplo, a partir de P1 obtemos um novo programa P2

linha 0: E—>0;1—>1
2 52
linhal: — - 2
3
linha 2: 3 -1

Agora falta pouco. Atribuimos a cada linha, exa@efy um nimero primo grande (maior do que qualquequentenha aparecido
no numerador ou denominador de uma fragdo utilipadarograma pré-FRACTRAN original) e, entédo, &din
P: %—) Q;%—) R;;—> S; ..

em queP, Q, R e S sédo os tais primos grandes, corresponde as fracdes

aQ cR eS

bP’ dP’ fP
nessa ordem. Assim, a nossa sequéﬂcia(i—z;g;%;%;z;ll) foi construida a partir do programa P1, utilizaradoideias
mostradas (e algumas outras, que vocé tera deletco
a) Escreva um programa pré-FRACTRAN, nos moldeBldejue dada a entra@@ tenha como said’.
b) Faca um programa em FRACTRAN que computa a fufi¢d) = n?, ou seja, apresente uma sequéncia de raciondiv@e#
adequada.



