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Folha de Perguntas

Instrucoes

- A duracao da prova é de 3h30min. O tempo minimpedmanéncia é de 1h30min.

- Nesta prova ha 5 questdes. Cada questédo valeiOsp

- Preencha todos os dados solicitadoBlozo de Resolugdes

- Todas as respostas devemjastificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentexieco de Resolu¢des
- Resolugbes a tinta ou a lapis. E permitido o wsoalculadora.

- Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolucdesleve est&olha de Perguntasom vocé.

PROBLEMA 1

Gustav Cerbas, pai de Arnald, tem uma forma insarge de estimular o seu filho a poupar.

Arnald guarda apenas moedas de R$1,00 e R$0,56uncofrinho e Gustav troca as moedas guardadastdatas. As vantajosas
trocas ocorrem de acordo com a tabela a seguir:

Valor poupado por Arnald Valor recebido na troca
8 moedas de R$1,00 1 nota de R$10,00
9 moedas de R$0,50 1 nota de R$5,00

Por exemplo, se Arnald tiver 18 moedas de R$1,0@ enoedas de R$0,50, ele recebera duas notas dz0R$ uma nota de
R$5,00. E ainda restaréo 2 moedas de R$1,00 e 8ande R$0,50 para ele.

Arnald juntou R$69,00 em moedas. As quantidadenakxlas de cada valor s&o iguais.

a) Quantas notas de R$10,00 e quantas notas de(R#8,vai receber de seu pai?

b) Depois da troca, quantas moedas de cada vddmar§o no cofrinho?

¢) Na padaria do seu bairro, Arnald pode trocar omada de R$1,00 por duas de R$0,50 ou duas d&R#0r uma de R$1,00.
Considerando essa possibilidade, qual é o maiar Yatal, incluindo notas e moedas, que Arnald poaleseguir a partir dos 69
reais que tem inicialmente em seu cofrinho?

PROBLEMA 2

SET®é um jogo de cartas inventado em 1974 pela géstatide populacdes Marsha Jean Falco. Ela estawdaeslo epilepsia em
cdes da raca pastor alemdo e comecou a repressniaiormacdes genéticas obtidas desenhando sisnbodmtdo procurando
padrées nos dados. Percebendo o potencial pasiamamar isso em um jogo desafiante e encorajadafpalilia e amigos, Marsha
desenvolveu e passou a comercializar o SET.

Em cada carta ha uma figura na qual podem servamas quatro caracteristicas com trés possibildpdea cada uma:

Quantidade — uma, duas ou trés vezes o mesmo simbol

Formato — trés formatos distintos (veja as figarasguir).

Cor — vermelho, verde ou azul.

Preenchimento — total, parcial ou sem preenchimento
Séo colocadas na mesa doze cartas e o objetivogdoé formar combinacdesefd de trés cartas nas quais, para cada uma das
quatro caracteristicas, ou séo todas iguais otosi&s diferentes.

Veja exemplos de sets:

Quantidade: todas iguais (uma vez o simbo|o)

Forma: todas iguais
Cor: todas diferentes

Preenchimento: todas iguais (parcial)

Quantidade: todas diferentes

Forma: todas iguais
Cor: todas iguais

Preenchimento: todas diferentes

Quantidade: todas diferentes

Forma: todas diferentes
Cor: todas diferentes

Preenchimento: todas diferentes




a) Ha seis sets entre as doze cartas numeradgsia §8n deles é {2, 4, 8}. Liste 0s outros cinaiss Para isso, ndo desenhe as
cartas; utilize a numeracéo indicada.

¢ 333/ 00 [aR2
0 #4¢ 00 200

2ae 0 ¢ ¢

10 11 12

Fonte: www.setgame.com
b) Considere um conjunto de 9 cartas de mesma m@seno preenchimento. Quantos sets tem tal corjunto

PROBLEMA 3

As pesquisas eleitorais séo feitas com uma qualdidslativamente pequena de pessoas. Por exerapsdeigdo da cidade de S&o
Paulo, costumam ser entrevistadas cerca de dugesasbas. Um nimero bem pequeno considerando qaadrimadamente 7,5
milhdes de eleitores na cidade.

Neste problema, veremos que essa quantidade dmapassuficiente para se ter uma boa idéia dosmers de intencdes de voto
de cada candidato.

Em toda pesquisa eleitoral, é calculadaargem de err@as porcentagens de cada candidato. Por exereplon £andidato tem
23% com margem de erro de 3 pontos percentuadn et deve receber entre 23% — 3% = 20% e 23% #* 2686 dos votos. O
calculo da margem de erfopara cada candidato é baseado em conhecimenkEstatéstica, sendo feito a partir da formula

E=7Zx M,emque
n

n é a quantidade de pessoas entrevistadas;

p € a porcentagem de entrevistados que sao favoraveis ao candidato;

Z é um valor tabelado. O valor adotado pelos institutos dasigseséZ = 1,96, o qual assegura que, com 95% de certeza, a
intencdo de votos esta dentro da margem de erro.

a) Suponha que em uma pesquisa foram entrevistadas 160aspess candidato Obamaldo foi escolhido por 36% desse total.
CalculeE nesse caso e determine o intervalo em que esta o percentual degtingdto para Obamaldo.

b) Os institutos de pesquisa normalmente entrevistam @&8€obas para garantir uma margem de erro de no maximo 2 pontc
percentuais. Quantas pessoas Sao necessarias para se garantir emadaargo de no maximo 1 ponto percentual?

PROBLEMA 4
a) A seguir, exibimos um triangulo retangulo iséscelesatietos 60 cm e um tridngulo equilatero de lado 60 cm.

60 cm 60 cm 60 cm

60 cm 60 cm

Qual das duas figuras tem area maior? Vocé nédo precisa calculeasidasta dizer (e, € claro, justificar) qual é a maior.

Vocé pode querer utilizar o fato de que a area do triéng’u?e? , sendo b a base e h, a altura.




Um arquiteto projetou a decoracdo do centro do chdo de uma cozimlea sEguinte composicdo de pisos brancos (um hexagona
regular e seis triangulos iguais) e pretos (seis quadradas)ig lado do quadrado é 60 cm.

b) Encontre as medidas dos angulos internos de cada triangulo.
¢) Na composicéo, qual das areas totais € maior: a branca ou a preta?

PROBLEMA 5
Um baralho contendo cartas numeradas 1, 2, 3,n.é,eénbaralhado da seguinte forma:

divide-se o monte de cartas na metade, formando-se dois noptéseiro com as primeiras cartas e o segundo, com as

n seguintes;

intercalam-se as cartas dos dois montes, sempre comecando dinsagute.
Por exemplo, para= 3 e as cartas estéo inicialmente na ordem crescente e, embarsadpatidas vezes, obtemos

1,2,3456® 4,15263® 2,4,6,1,3,5 1,2,3,4,5,6
Desembaralhatusicomo diria Parry Hotter. Apés trés embaralhadas o monte tés gatta a ordem original!
£ z

7 EV\/G

Ou seja: Apds cada uma das trés embaralhadas, a 12 carta é levada pasga®® 22 carta € levada para a 42 posicéo, a 42 carta
levada para a 12 posicao. E a 32 carta é levada para a 62 posicdo,aaébiecada para a 52 posicdo e a 52 carta é levada para a :
posicéo.

A embaralhada pode ser representada através de diagramas:
1

a) Desenhe os diagramas correspondentes para um baralho cora8f eatt).
b) Qual € o nimero minimo de embaralhadas que devem ser &dague um baralho com 32 cartas volte a ordem original?
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Instrucbes

- A duracao da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permar&dei 1h30min.

- Nesta prova ha 5 questdes. Cada questéo vale 2,0 pontos.

- Preencha todos os dados solicitadoBlogo de Resolucfes

- Todas as respostas devemjastificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentaddlscmde Resolu¢des
- Resolugbes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calcalador

- Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolucdesleve est&olha de Perguntasom vocé.

PROBLEMA 1

SET®é um jogo de cartas inventado em 1974 pela geneticista de pa@sulafsha Jean Falco. Ela estava estudando epilepsia en
cdes da raca pastor alemdo e comecou a representar as informacdes giniglisasiesenhando simbolos e entdo procurando
padrées nos dados. Percebendo o potencial para transformamisso jogo desafiante e encorajada pela familia e amigos, Marshz
desenvolveu e passou a comercializar o SET.

Em cada carta h4 uma figura na qual podem ser observadas quatro sticastedm trés possibilidades para cada uma:
Quantidade — uma, duas ou trés vezes o mesmo simbolo.
Formato — trés formatos distintos (veja as figuras a geguir
Cor — vermelho, verde ou azul.
Preenchimento — total, parcial ou sem preenchimento.
Sao colocadas na mesa doze cartas e 0 objetivo do jogo é formanaxgiiab et de trés cartas nas quais, para cada uma das
quatro caracteristicas, ou sdo todas iguais ou séo todas éiserent

Veja exemplos de sets:

Quantidade: todas iguais (uma vez o simbolo)

Forma: todas iguais
Cor: todas diferentes

Preenchimento: todas iguais (parcial)

Quantidade: todas diferentes

Forma: todas iguais
Cor: todas iguais

Preenchimento: todas diferentes

Quantidade: todas diferentes

Y . Forma: todas diferentes
F 9 Cor: todas diferentes

Preenchimento: todas diferentes

a) Ha seis sets entre as doze cartas numeradas a seguir. Um delgs83. {Riste os outros cinco sets. Para isso, hdo desenhe ac

cartas; utilize a numeracéo indicada.
‘ § l ‘
88| 00U |22
2 4
¢4¢ 00 222
. L
6 8

)

1

838 0 [ ¢ o

Fonte: www.setgame.com

b) Considere um conjunto de 9 cartas de mesma cor e mesmo pregnchifuantos sets tem tal conjunto?



PROBLEMA 2

As pesquisas eleitorais séo feitas com uma quantidade relatieapggjuena de pessoas. Por exemplo, na eleicdo da cidade de S
Paulo, costumam ser entrevistadas cerca de duas mil pessoasimdr bem pequeno considerando que ha aproximadamente 7,
milhdes de eleitores na cidade.

Neste problema, veremos que essa quantidade de pessoas é spficgesteter uma boa idéia dos percentuais de inten¢des de vot
de cada candidato.

Em toda pesquisa eleitoral, é calculadaargem de erralas porcentagens de cada candidato. Por exemplo, se um cataditato
23% com margem de erro de 3 pontos percentuais, entdo ele dews extebh23% — 3% = 20% e 23% + 3% = 26% dos votos. O
célculo da margem de erkopara cada candidato é baseado em conhecimentos de Estatisticagiteaduaftir da férmula

E=Zx M’emque
v n

n é a quantidade de pessoas entrevistadas;

p é a porcentagem de entrevistados que sao favoraveis ao candidato;

Z € um valor tabelado. O valor adotado pelos institutos deliseséZ = 1,96, o qual assegura que, com 95% de certeza, a
intencéo de votos esta dentro da margem de erro.

a) Suponha que em uma pesquisa foram entrevistadas 160agess candidato Obamaldo foi escolhido por 36% desse total.
CalculeE nesse caso e determine o intervalo em que esta o percentual deegtingdto para Obamaldo.

b) Os institutos de pesquisa normalmente entrevistam@s¥das para garantir uma margem de erro de no maximo 2 pontos
percentuais. Quantas pessoas sao necessarias para se garantir emadaargo de no maximo 1 ponto percentual?

PROBLEMA 3

Considere um tabuleiro comliBhas e 3 colunas. Em cada casa do tabuleiro é colocado um nateém positivo. O tabuleiro é
chamadaguadrado méagicguando as somas dos nimeros em cada uma das trés colusaslaemma das trés linhas e nas duas
diagonais sao todas iguais. Um exemplo de quadrado magico é

2 7 6

Q| 9] 5| 1

4 3 8

Note que, de fato,
2+7+6=9+5+1=4+3+8=15
2+9+4=7+5+3=6+1+8=15
2+5+8=4+5+6=15

a) Sejaa inteiro maior do que 2. Complete o quadrado magico a segbioco de resolucdes.

a+1 2a—-3

a-1

b) Considere agora o produto dos nimeros de cada linha, celdiagonal. EmQ;, a soma dos produtos das linhas é
2>756+9°521+4:3:8=225, a soma dos produtos das coluna®®>4+7:5>3+631:8= 2% soma dos produtos das
diagonais é€255°8+4:5>6= 200

Mostre que, end,, a soma dos produtos das linhas é igual & soma dosgsathg colunas.

¢) Encontrea de modo que, elR,, as somas dos produtos das linhas, das colunas e das diagantmidas iguais.



PROBLEMA 4

Os fabricantes constantemente desenham novas maneiras de pastaco (acredite, essa é a palavra) nos seus ténis

mostramos trés formas famosas, chamadgsta, Americanae Européia

Lojista

e

/sz

\
S

Americana

o

Européia

. Abaixc

Fonte:How to Cut a Cakelan Stewart
Fica entdo a pergunta: dentre as trés, qual utiliza menos cadarse?piEdema, mostraremos uma maneira de obter a resposta.

Abaixo representamos as passadas do cadarco nalfojista. A primeira linha de circulos representa os oito furos sunesrdo
ténis (veja a figura acima) e a segunda linha, os oito furesdrés. As proximas linhas representam, alternadamenterass fu
superiores e inferiores. Ou seja: a terceira linha representa naeamsefuros superiores; a quarta, os furos inferiores,jra pes

diante. O cadarco é representado por uma linha pontilhada. Obggesenca dos ponthsS,, S, e S; em ambas as figuras.
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a) Agora é a sua vez! Continue, no bloco de resolucbes, aaeiagE® das passadas do cadarco nas fokmasicana(—) e

Européia(- - -).
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b) Qual das duas formasAmericanaou aEuropéia utiliza menos cadarco, sabendo que a parte deixada para se amanesmna
nos dois? Nao se esqueca de justificar sua resposta!



PROBLEMA 5

O primeiro termo de uma seqiiéncia numérica € -é8imo termo,n3 2 é obtido da seguinte forma: se o maior divisor impar de
n deixa resto 1 na divisdo por 4, entdo somamos 1 ao teremoanse o maior divisor impar dedeixa resto 3 na divisédo por 4,
entdo subtraimos 1 do termo anterior.

Acompanhe o calculo dos primeiros termos da sequéncia. Lemhue o primeiro termo é 1.

n | Maior divisor | Resto do divisorr Soma 1 ou Anteriort1 =
impar den | na divisdo por 4 subtrai 1?| n-ésimo termo
2 1 1 +1 1+1=2
3 3 3 -1 2-1=1
4 1 1 +1 1+1=2
5 5 1 +1 2+1=3
6 3 3 -1 3-1=2
7 7 3 -1 2-1=1
8 1 1 +1 1+1=2
9 9 1 +1 2+1=3
10 5 1 +1 3+1=4
11 11 3 -1 4-1=3

Isto &, os onze primeiros termos da seqiiéncia sdo 1, 3,2,2, 2, 3, 4, 3.

Observe agora as tabelas abaixo.

n 9 (10| 11| 12| 13 14 15 1p
Soma 1 ou subtrai 1?+1 | +1| -1| -1 +1 -1 -1 +

n 17118[19]|120|21]22|23|24|125|26|27|28]|29|30|31]32

Somalousubtrail? H1+1|-1|+1|+1|-1|-1|-1|+1|+1|-1|-1|+1|-1|-1]|+1

Vemos que a seqliéncia na qual aparecem os +1 e —1 na primeirattapelh 1, -1, +1, -1, -1, +1) é exatamente a mesma em
que eles aparecem na parte destacada da segunda. E podemos perceber ainglaagtidades de +1 e —1 nos intervalos dados sac
iguais: 4 de cada no intervalo de 9 a 16 e 8 de cada no intdevalba 32.

a) Calcule 02 -ésimo termo, cork inteiro positivo.
b) Determine a posicao de um termo da sequiéncia que é igual asiéhferfinitos!).
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Folha de Perguntas

Instrucbes

- A duracao da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permar&dei 1h30min.

- Nesta prova ha 5 questdes. Cada questéo vale 2,0 pontos.

- Preencha todos os dados solicitadoBlogo de Resolucfes

- Todas as respostas devemjastificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentaddlscmde Resolu¢des
- Resolugbes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calcalador

- Ao terminar, entregue apenaBloco de Resolucdesleve est&olha de Perguntasom vocé.

PROBLEMA 1
Muitas vezes queremos calcular a probabilidade condicie(a| B de gcorrer um eventd sabendo que ocorreu o eveBtanas

temos a probabilidade de ocorBesabendo que ocorrédy P(B| A). Nesses casos, podemos aplicegavzema de Bayes
P(A|B) = PBIAPA
P(B| A) xP(A) + P(B| A) xP(A)
em queA é o complementar d& ou seja,A ={x: xi A}.

Uma das aplicacdes mais recentes do teorema des Bayes filtros de spam utilizados em e-mails.l{fbfé treinado para barrar
um e-mail que potencialmente é spam a partir dés/i@es contidas nele. Utilizando o teorema de Bagefiltro determina a
probabilidade de o e-mail ser spam e, dependendaldoencontrado, o coloca automaticamente nauiesspam.

Considere os seguintes eventos:
S 0 e-mail é spam;
M: o e-mail contém a palavra “emagreca”;
Suponha que:
A probabilidade de um e-mail ser sparR€) =30 ; %

A probabilidade de um spam conter a palavra “engajré P(M | S) =40% ;
A probabilidade de um e-mail que ndo é spam cenpaiavra “emagreca” B(M |S) =1%.

Calcule:

a) A probabilidadeP(M | S) de um e-mail que ndo é spam néo conter a palemagreca’.
b) A probabilidadeP(S|M )de um e-mail que contém a palavra “emagreca’EEns

c) A probabilidadeP(S|M) de um e-mail que ndo contém a palavra “emagreggasgam.

PROBLEMA 2

SET®é um jogo de cartas inventado em 1974 pela géstatide populacdes Marsha Jean Falco. Ela estawdaeslo epilepsia em
cdes da raca pastor alemdo e comecgou a repressniafiormacdes genéticas obtidas desenhando sisnboémtédo procurando
padrées nos dados. Percebendo o potencial pasdamasar isso em um jogo desafiante e encorajadafpelilia e amigos, Marsha
desenvolveu e passou a comercializar o SET.

Em cada carta ha uma figura na qual podem serv@mas quatro caracteristicas com trés possibil@pdea cada uma:

Quantidade — uma, duas ou trés vezes o mesmo simbol

Formato — trés formatos distintos (veja as figarasguir).

Cor — vermelho, verde ou azul.

Preenchimento — total, parcial ou sem preenchimento
Séo colocadas na mesa doze cartas e o0 objetivogdoéj formar combinacdesef3 de trés cartas nas quais, para cada uma das
quatro caracteristicas, ou séo todas iguais otosi@&s diferentes.



Veja exemplos de sets:

Quantidade: todas iguais (uma vez o simbo|o)
Forma: todas iguais

Cor: todas diferentes
Preenchimento: todas iguais (parcial)

Quantidade: todas diferentes
Forma: todas iguais

Cor: todas iguais
Preenchimento: todas diferentes

Quantidade: todas diferentes
Forma: todas diferentes

Cor: todas diferentes
Preenchimento: todas diferentes

a) Ha seis sets entre as doze cartas numeradgsia §8n deles é {2, 4, 8}. Liste 0s outros cinaiss Para isso, ndo desenhe as
cartas; utilize a numeracéo indicada.

¢ [288] 00 aM
#4¢ 00 200

2ae 0 ¢ o

10 11 12

Fonte: www.setgame.com

b) Considere um conjunto de 9 cartas de mesma m@seno preenchimento. Quantos sets tem tal corjunto
c) Existe um conjunto de 9 cartas que possui nessdd que 0s conjuntos descritos no item anteNéx? se esqueca de justificar
sua respostal

PROBLEMA 3
Um dos mais importantes resultados da teoria dézaaté oreorema de Cayley-Hamilton
Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradags. Denominamosp(x) =detl,, - A) polindmio

caracteristico de A, sendk, a identidade de ordem n . Entgu(A) =0,,, em que0, é a matriz nula de ordem n.
Paran = 2 pode-se verificar que o polinémio caractertstieA é p(x) = x? - tr(A)x +det(A) , em quetr(A ¥ o traco da matria,
isto é, a soma dos elementos de sua diagonal paineidet(A) € o determinante da matiz

a) Prove o Teorema de Cayley-Hamilton para , 0@ seja, mostre qua? - tr(A) xA+ det(A) d 5=0,.
Atencéa A igualdade p(A) = det(Axl, - A )n&o tem sentido, poip(A ¢ uma matriz edet(Axl, - A ¥ um namero. Isto é, a
demonstracéodo é assim (ndo mesmo!)

b) Considere as equacdes da forad?® +bX +cl, =0,, em que a incognitX é uma matriz quadrada de ordema2b e c séo
parametros reaisa! .0

Tais equacdes sempre possuem solu¢des com todasadas reais?



PROBLEMA 4

Embora a maior parte da Mateméatica estudada non&rdiédio tenha sido desenvolvida ha pelo menos détsilos, os
matematicos seguem trabalhando em busca de nawdtdos. Um deles foi demonstrado em 2000, e Beoitio comdeorema

da bolha duplaa superficie de &rea minima que delimita duadesgle volume¥; eV, no espaco é formada por duas superficies
esféricas, separadas por uma terceira superffiégigass tal como duas bolhas de sabao.

Angulo entre duas superficiéso angulo formado entre os planos tangentes @s sliperficies em sua interse¢éo. O angulo entre
quaisquer duas das trés superficies esféricamsitaalteorema & = 120 graus.

a) Abaixo mostramos uma seccéo longitudinal dassw@erficies.

SendoOy, O, e O; 0s centros das superficies esféricBsuen ponto comum as trés superficies, calcule adaeath élnguIcOllE’O2 .

. . _ L 1 1 1
b) SejanT, set os raios das superficies esféricas, semdmenor. Prove quée + = = T
r s

PROBLEMA 5

O primeiro termo de uma seqiiéncia numérica é -€8imo termo,n3 2 é obtido da seguinte forma: se o maior divisqrande

n deixa resto 1 na divisdo por 4, entdo somamostéraw anterior; se 0 maior divisor imparrddeixa resto 3 na divisdo por 4,
entdo subtraimos 1 do termo anterior.

Acompanhe o calculo dos primeiros termos da sedgiéloembre-se que o primeiro termo é 1.

n | Maior divisor | Resto do divisol Soma 1 ou Anteriort1 =
impar den | na divisdo por 4 subtrai 1?| n-ésimo termo
2 1 1 +1 1+1=2
3 3 3 -1 2-1=1
4 1 1 +1 1+1=2
5 5 1 +1 2+1=3
6 3 3 -1 3-1=2
7 7 3 -1 2-1=1
8 1 1 +1 1+1=2
9 9 1 +1 2+1=3
10 5 1 +1 3+1=4
11 11 3 -1 4-1=3

Isto &, os onze primeiros termos da seqiiéncia,s&ol12, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3.

Observe agora as tabelas abaixo.

n 9 (10| 11| 12| 13 14 15 1p
Soma 1 ou subtrai 1?+1 | +1| -1| -1 +1 -1 -1 +

n 17118[19]|120|21]22|23|24|125|26|27|28]|29|30|31]32

Somalousubtrail? H1+1|-1|+1|+1|-1]-1|-1|+1|+1|-1|-1|+1|-1|-1]|+1

Vemos que a seqliéncia na qual aparecem os +1 & ptimmeira tabela (+1, +1, -1, -1, +1, -1, -1, é Bxatamente a mesma em
que eles aparecem na parte destacada da segumoiderfos perceber ainda que as quantidades de *has-intervalos dados sdo
iguais: 4 de cada no intervalo de 9 a 16 e 8 de nadntervalo de 17 a 32.

a) Calcule 02" -ésimo termo, cork inteiro positivo.
b) Prove que todos os termos da seqiiéncia sadvpesit
¢) Existe algum termo da sequéncia igual a 20087



