XXXII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Primeira Fase (16 de agosto de 2008)
Nivel o (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)
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Folha de Perguntas

Instrucgoes: ¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.
¢ Nesta prova hd 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1
A Pascoa é celebrada no primeiro domingo ap6s a primeira Lua cheia do Outono e pode ocorrer entre 22 de marco e 25 de abril.
Existem vérios métodos para determinar o dia em que o domingo de Pdscoa cai. Um deles € o método de Gauss, descrito a seguir
para os anos no intervalo de 1901 a 2099. Sejam
A o resto da divisdo do ano por 19;
B o resto da divisdo do ano por 4;
C o resto da divisdo do ano por 7;
D o resto da divisdo de 19A + 24 por 30;
e [Eorestodadivisiode 2B+4C +6D +5 por 7.
Desta forma:
o Se D+E>9,entioodiaé D+ E—9e o més ¢ abril.
e Caso contrdrio,odiaé D+ E+22 e o més é marco.
Em que dia e més serd o domingo de Pdscoa em 2077, ano do centendrio da OPM?

PROBLEMA 2
Um desafio cléssico utilizando um tabuleiro de xadrez é o Passeio do Cavalo: 46 1551441191581 9 |22 7
percorrer todas as casas do tabuleiro utilizando um cavalo. Uma solu¢do esta
exibida ao lado na qual o nimero 1 indica a casa inicialmente ocupada pelo 43 1 18 | 47 156 |21 | 6 |59 10
cavalo; o nimero 2, a casa ocupada apds a primeira jogada; o nimero 3, a casa s4 145020041 0112157| 8 | 23
ocupada apds a segunda jogada; e assim por diante, até a casa 64, ocupada apds a
637 e tdltima jogada. Observe que o cavalo parou em cada uma das 64 casas do 1714253148 |5 |24]11|60
tabuleiro. ‘ - , ' 52| 3 |32(13]40]|61|34]25
Diamantino resolveu inventar uma variagdo desse desafio, o Passeio da Torre:
a torre, que em cada jogada se move quantas casas o jogador quiser em uma das 31|16 |49 | 4 |33 |28 |37 |62
direcdes horizontal 0}1 vertical, deye per.correr todas as casas do tabuleiro. Mgs 2 51 114l20 06413926135
ele percebeu que isso era muito simples e resolveu mudar o desafio
acrescentando as seguintes condigdes: 1530 1 |50|27|36|63|38

e A casa inicial e também a dltima casa em que a torre deve parar estdo

marcadas. Passeio do Cavalo

e Do segundo movimento em diante, um movimento deve ter sempre
direcdo diferente do anterior. Ou seja, ap6s um movimento na
horizontal, o movimento seguinte deve ser na vertical, apés um
movimento na vertical, o préximo movimento deve ser na horizontal.
e O tabuleiro é 6Xx6, pois ele ndo € tdo paciente quanto sua irma
Esmeralda.
Agora € a sua vez! Resolva o desafio de Diamantino. No tabuleiro impresso na folha anexa, onde a casa de partida da torre estd
marcada com o nimero 1 e a dltima casa em que a torre deve parar estd marcada com o nimero 36, marque os nimeros de 2 a 35
indicando as casas onde a torre para apds cada um dos seus movimentos.

PROBLEMA 3

Poligonos com todos os vértices sobre os pontos de um reticulado podem ter a sua area
calculada pela Formula de Pick: sendo i o nimero de pontos do reticulado no interior do
poligono e b o nimero de pontos do reticulado sobre os lados do poligono, entdo a area

do poligono é A=i +%—1 , sendo a unidade (u.a.) a drea dos menores quadradinhos

formados pelo reticulado. R
Por exemplo, a figura destacada ao lado tem i=7 e b=10; logo sua area &

A=7+%—1=11 u.a.
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(a) Lara desenhou um pato apenas ligando os pontos de um reticulado. Determine a drea ocupada pelo desenho.

(b) Desenhe no reticulado impresso na folha anexa um poligono de drea 10 u.a. com a quantidade minima de pontos sobre os seus
lados, ou seja, com b minimo.

PROBLEMA 4
Esmeralda fez a ligdo de casa, mas o cachorro dela, Totopazio, rasgou a folha que ela deveria entregar. A licdo de casa de Esmeralda
pedia para dividir nimeros de cinco algarismos por nimeros de trés algarismos. Um dos pedacos rasgados estd exibido a seguir,

com algumas partes borradas.

86432‘223 1

—6 6 9 3 8 7 —6 9 0
9 9 9 9o 9 2
19 5 3

—1 7 8 4 —2 4 15
16 9 2

—1 5 6 1 —2 07 Q0
01 3 1 0 00 1

(a) Calcule mdc(690; 2415; 2070).
(b) Sabendo que Esmeralda acertou as divisdes, determine o dividendo e o divisor da conta da direita.

PROBLEMA 5
Uma das esculturas do artista brasileiro Franz Weissmann € o Cubo Virtual:

Considerando que cada uma das pegas que compdem a escultura foi montada com 7 cubos macicos e iguais, todos de aresta 3 cm,
quantos cubos macicos de aresta 1 cm devem ser acrescentados ao Cubo Virtual para se obter um cubo macico de aresta 9 cm?



Nivel & — OPM 2008 - Primeira Fase Entregue esta folha junto com as Folhas de Respostas.

Nome:
PROBLEMA 2
1
36
Passeio da Torre
PROBLEMA 3



XXXII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Primeira Fase (16 de agosto de 2008)
Nivel (82 e 92 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br
Folha de Perguntas

Instrucoes: ¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.
¢ Nesta prova hd 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1
A Piscoa € celebrada no primeiro domingo apds a primeira Lua cheia do Outono e pode ocorrer entre 22 de marco e 25 de abril.
Existem vdrios métodos para determinar o dia em que o domingo de Pdscoa cai. Um deles é o método de Gauss, descrito a seguir
para os anos no intervalo de 1901 a 2099. Sejam
A o resto da divisdo do ano por 19;
B o resto da divisdo do ano por 4;
C o resto da divisdo do ano por 7;
D o resto da divisdo de 194 + 24 por 30;
e [Eorestodadivisiode 2B+4C +6D +5 por 7.
Desta forma:
e Se D+E>9,entioodiaé D+ E—9e o més é abril.
e Caso contrdrio,odiaé D+ E+22 e o més é marco.
Em que dia e més serd o domingo de Pascoa em 2077, ano do centendrio da OPM?

PROBLEMA 2
Um desafio cléssico utilizando um tabuleiro de xadrez é o Passeio do Cavalo: 46 1551441191581 9 |22 7
percorrer todas as casas do tabuleiro utilizando um cavalo. Uma solucdo estda
exibida ao lado na qual o nimero 1 indica a casa inicialmente ocupada pelo 43 | 18 |47 156 |21 | 6 15910
cavalo; o nimero 2, a casa ocupada apds a primeira jogada; o nimero 3, a casa s4 145020041 112157| 8 | 23
ocupada apds a segunda jogada; e assim por diante, até a casa 64, ocupada apds a
63 e ultima jogada. Observe que o cavalo parou em cada uma das 64 casas do 1714253148 |5 |24]11 |60
tabuleiro. , - , . 523 |32(13]40]|61|34]25
Diamantino resolveu inventar uma variagdo desse desafio, o Passeio da Torre:
a torre, que em cada jogada se move quantas casas o jogador quiser em uma das 31|16 |49 | 4 | 33|28 |37 |62
direcdes horizontal ou vertical, deve percorrer todas as casas do tabuleiro. Mas 2> 151 114l20 16413926135
ele percebeu que isso era muito simples e resolveu mudar o desafio
acrescentando as seguintes condigdes: 1530 1 | 50|27 |36]|63]|38

® A casa inicial e também a dltima casa em que a torre deve parar estdo

marcadas. Passeio do Cavalo

¢ Do segundo movimento em diante, um movimento deve ter sempre
direcdo diferente do anterior. Ou seja, ap6s um movimento na
horizontal, o movimento seguinte deve ser na vertical; apds um
movimento na vertical, o préximo movimento deve ser na horizontal.
e O tabuleiro é 6x6, pois ele ndo € tdo paciente quanto sua irma
Esmeralda.
Agora € a sua vez! Resolva o desafio de Diamantino. No tabuleiro impresso na folha anexa, onde a casa de partida da torre estd
marcada com o nimero 1 e a tltima casa em que a torre deve parar estd marcada com o nimero 36, marque os nimeros de 2 a 35
indicando as casas onde a torre para apds cada um dos seus movimentos.

PROBLEMA 3

Os nimeros reais a, b e c sdo taisque a+ b+ c=15e ab + bc + ca =75.
(a) Determine a” + b* + ¢*.

(b) Calcule (a — b)* + (b —¢)* + (¢ — a)*.

(c) Encontre os valoresde a, b e c.
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PROBLEMA 4
Sejam A e B dois pontos no plano tais que AB = 2. Considere duas circunferéncias: uma tem centro em A e passa por B e a outra tem

centro em B e passa por A. A circunferéncia €, de centro O, é tangente internamente & circunferéncia de centro em A no ponto T,
externamente a circunferéncia de centro B no ponto U e a reta AB no ponto Q.

GO

Sejam M o ponto médio do segmento AB, N uma intersecdo das circunferéncias de centros A e B e PQ um didmetro da

circunferéncia €, como mostra a figura acima. Sejam também r o raio de Ce x = AQ.
(a) Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdngulo BOQ, obtenha r em funcdo de x.

(b) Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo retingulo AOQ e considerando o resultado do item (a), calcule r e x.

3

(c) Prove que MNPQ é um quadrado. Vocé pode querer utilizar o fato de que a altura de um tridngulo equildtero de lado 7 é -

PROBLEMA 5

Dizemos que um inteiro positivo n € semiperfeito se ele é a soma de um subconjunto de seus divisores positivos menores do que 7.
Por exemplo, 20 é semiperfeito pois 20=10+5+4 + 1.

(a) Mostre que 945 € semiperfeito, ou seja, apresente um subconjunto de divisores positivos menores do que 945 cuja soma é 945.
(b) Prove que todo nimero semiperfeito impar tem mais de sete divisores positivos.
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Entregue esta folha junto com as Folhas de Respostas.
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Passeio da Torre



XXXII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Primeira Fase (16 de agosto de 2008)
Nivel y(12 e 22 séries do Ensino Médio)

www.opm.mat.br
Folha de Perguntas

Instrucoes: ¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.
¢ Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.
¢ Coloque nas Folhas de Respostas todos os dados pessoais solicitados.
¢ Todas as respostas devem ser justificadas, e apresentadas somente nas Folhas de Respostas.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.
¢ Ao terminar, entregue apenas as Folhas de Respostas e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1

Em 1956, o norte-americano M. K. Hubbert publicou um artigo sobre as reservas de petréleo nos Estados Unidos, e previu que a
extragdo anual de petréleo no pais atingiria o seu maximo em 1970 e depois decairia. A previsdo de Hubbert mostrou-se correta, e
ele tornou-se famoso por isso.

Hubbert utilizou uma funcdo logistica para obter a sua descoberta. Fungdes logisticas sdo da forma f(x)= em que A,

14 B6=07

B e C sdo constantes reais e e é a constante de Euler, e = 2,718 . Na teoria de Hubbert, f(x) € o total de petréleo cru extraido em um

certo pafs até o ano x. A constante A representa as reservas de petréleo no pais em questdo. Para os Estados Unidos, as estimativas
obtidas por Hubbert foram A = 200 gigabarris (1 gigabarril = 10° barris), B = 0,06 e C = 1970.

(a) Calcule a previsdo da quantidade de petréleo extraido até 2000.
(b) Determine o erro percentual da previsao em relacio ao valor correto, que é cerca de 180 gigabarris.

Vocé pode querer utilizar a aproximagao =6,

PROBLEMA 2
Considere n retas no plano concorrentes duas a duas e tais que ndo ha 3 que se interceptam no mesmo ponto. Seja a, 0 nimero de
regides em que tais retas dividem o plano. Temos, por exemplo, a; =2, a, =4, a3=7,a,=11 e as = 16.

Mostraremos agora um recurso muito ttil no estudo de seqiiéncias: a tabela de diferengas. Na primeira linha escrevemos os termos
da seqiiéncia, na segunda a diferenca entre os termos consecutivos da primeira linha, na terceira a diferenca entre termos
consecutivos da segunda linha e assim por diante. Por exemplo, para a, as trés primeiras linhas da tabela de diferencas sio:
2 4 7 11 16
2 3 4 5
1 1 1

E podemos observar que a, —a,_; =k, k> 1 (¥).

(a) Fazendo um desenho, mostre que as = 16.
(b) Somando as equagdes (*) para 2<k <n, obtenha a,.
_(by+b,)m

Vocé pode querer utilizar que a soma da PA (b,,b,,...,b,,) é by +by+---+b,, 3
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PROBLEMA 3
No tridngulo ABC, a altura AH, a bissetriz AT e a mediana AM dividem o angulo BAC em quatro angulos de mesma medida 6.
A
6|6\
B E T 2 .
BM M
(a) Mostre que AM = cos® _ CM cos36
sen 36 sen @

(b) Encontre as medidas dos angulos do tridngulo ABC.

Voceé pode querer utilizar as seguintes féormulas:
® sen2x=2-senx-cosx
A=B+k-360°
® senA=senB & ou ke Z
A=180" - B+k-360°

PROBLEMA 4

Dizemos que um inteiro positivo n € semiperfeito se ele é a soma de um subconjunto de seus divisores positivos menores do que 7.
Por exemplo, 20 é semiperfeito pois 20=10+5+4 + 1.

(a) Mostre que 945 ¢ semiperfeito, ou seja, apresente um subconjunto de divisores positivos menores do que 945 cuja soma € 945.
(b) Prove que todo nimero semiperfeito impar tem mais de sete divisores positivos.

PROBLEMA 5
A permutagdo (a,,a,,as,...,a,) de 1,2, 3, ..., n pode ser representada como

1 2 3 ... n
a, a, a; ... a,

e observamos que 1 € levado a a,, 2 € levado a a,, 3 a a;, etc.
H4, assim, uma outra maneira de representar permutag¢des. Por exemplo, na permutag¢do

1 23 456 78
8 1 475 2 36

temos que o 1 € levado ao 8; o 8, por sua vez, é levado ao 6; 0 6 ao 2 e do 2 volta-se para o 1, completando o que passaremos a
chamar de ciclo. Comec¢ando agora pelo 3, menor nimero que ndo aparece no ciclo anterior, temos 3 — 4 — 7 — 3, fechando mais
um ciclo. Finalmente temos um ultimo ciclo formado apenas pelo 5, que € levado a ele mesmo. Tais caracteristicas da permutacio
dada podem ser resumidas escrevendo (1 8 6 2)(3 4 7)(5). Em tal notacdo, vale a pena observar a importancia dos

parénteses: (1 8 6 2 3)(4 7 5),p0r exemplo, é a permutagdo
1 23 456 7 8
(8 317 4 25 GJ
diferente da inicial.

Dizemos que as permutagdes apresentadas tém, respectivamente, 3 e 2 ciclos.

n
Seja [J o nimero de permutacdes de 1, 2, 3, ..., n com exatamente k ciclos.

(a) Calcul >
a) Calcule sl

+1
(b) Determine {nl } .

+1
(c) Prove que " =nM 1+l+l+...+l )
2 2 3

n



