XXXI OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Fase Final (10 de novembro de 2007)
Nivel o (62 e 72 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br

Folha de Perguntas

Instrucoes:

¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

¢ Nesta prova hd 5 questdes. Cada questdo vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolucdes.

¢ Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.

® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugées e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1
O jogo Esconde Niimeros tem quatro pecas e um tabuleiro dividido em quatro regides com nimeros pintados, como mostra a figura.
12 1 2
34 3
5|4 5
1 1
2:.3:4]2 3 Pegas
5 4
Tabuleiro

Além do tabuleiro e das pecas, o jogo tem cartelas com desafios. Cada desafio corresponde a uma colecdo de nimeros,
possivelmente com ntimeros repetidos ou omitidos. O jogador deve colocar uma peca sobre cada regido e cobrir todos os nimeros,
exceto os nimeros do desafio.

Por exemplo, uma solug@o do desafio (um 1; dois 2; um 3; um 4; um 5) é

2
3
5
1
2
4

Agora € a sua vez!
Encontre uma solucdo para o desafio (um 1; um 2; um 3; um 4), desenhando as pecas sobre o tabuleiro no seu Bloco de Resolugées.

PROBLEMA 2

Amanha, na avenida da Raia da USP (logo af ao lado; talvez vocé consiga vé-la pela janela!), haverd a largada de uma corrida de 10
quildometros, a Nike 10K.

Um dos aspectos mais importantes para quem participa de corridas longas é a variag@o de altitude do percurso de prova, ou seja, o
quanto as subidas e descidas s@o inclinadas. Para tanto, a organiza¢do do evento fez um gréfico indicando a altitude de acordo com a
distancia do percurso:
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a) Qual € a diferenca entre as altitudes do ponto mais alto e do ponto mais baixo do percurso da Nike 10K?

b) Um dos pontos cruciais da corrida de Sdo Silvestre, realizada no tltimo dia do ano em Sao Paulo, é quando os corredores sobem a
avenida Brigadeiro Luiz Antdnio, a “subida da Brigadeiro”. Sabendo que as altitudes nos quilometros 13 e 14 da corrida de Sdo
Silvestre, que compreendem a avenida, sdo respectivamente 782 m e 811 m, em qual das duas competicdes os corredores enfrentam
a subida mais inclinada? Nao se esquega de justificar sua resposta!



PROBLEMA 3

O professor Piraldo tem uma cole¢do muito grande de paralelepipedos, todos especiais: eles t€m dimensdes de medidas inteiras em
centimetros e, em cada um deles, suas trés dimensdes sdo diferentes. Paralelepipedos que podem pertencer & estimada colecao do
professor Piraldo sdo chamados paralelepipedos piraldianos. Exemplos de tais paralelepipedos sio o lcmX2cmXx3cm e o
2cmx6cmx10cm . Em compensacéo, os paralelepipedos 1cmXxlcmx3cm e 2,5cmXx3cmXx4cm ndo sdo piraldianos.

Apesar de ndo ter cubos em sua colecdo, o professor Piraldo gosta de monté-los utilizando paralelepipedos piraldianos. Porém, ele
s6 monta cubos se todos os paralelepipedos utilizados forem iguais, ou seja, ele ndo mistura paralelepipedos de tamanhos diferentes.
Além disso, todos os legitimos cubos montados por Piraldo sdo macicos, ou seja, ele ndo deixa espagos ocos.

Um exemplo é um cubo de aresta 6 cm obtido a partir de paralelepipedos piraldianos 1cmXx2cmx3cm:

2em x36 >

a) Qual € o paralelepipedo piraldiano que deve ser usado para a montagem de um cubo de aresta 4 cm?
b) Qual € o menor cubo que Piraldo pode montar com paralelepipedos piraldianos? Nao se esqueca de justificar sua resposta.

PROBLEMA 4

A mie de Arnaldo pediu para ele ir a papelaria e comprar para ela 16 lapis, 24 canetas e 8 cadernos. Deu a ele R$100,00 para pagar
a conta, pois nio sabia o valor de cada item. Sabe-se que esses materiais sdo vendidos por unidade.

Quando ele voltou, entregou a sua mée o pacote com 0s materiais € o troco.

a) Na papelaria, as canetas custam R$1,20 por unidade, ou ainda, 120 centavos de real por unidade. Qual é o valor que Arnaldo
gastou, em centavos de real, com as canetas?

b) Mostre que o valor total da compra, em centavos, ¢ um multiplo de 8.

¢) Ela observou que o troco consistia em algumas notas de R$10,00 e apenas uma nota de R$5,00. Imediatamente disse a Arnaldo
que o troco estava errado. Como ela pode descobrir isso tdo rapidamente sem saber os precos dos itens?

PROBLEMA 5
Melissa colou vdrios tridngulos retangulos, todos com catetos de medidas inteiras e consecutivas. Ela sempre cola os tridngulos em
catetos de mesma medida. A figura a seguir mostra o comeco do trabalho de Melissa:

.
.
.

2

E’LE
/

1
O ultimo tridngulo que ela colou tem catetos 2n e 2n + 1, sendo n inteiro positivo.

; . N . a-b , . .
a) Sendo a drea do tridngulo retdngulo de catetos a e b igual a > calcule, em termos de k, a drea da figura a seguir:

2k+ 1

2k

2k—-1
b) Prove que a drea da figura de Melissa € igual a soma dos quadrados dos nimeros pares de 2 até 2n.
¢) Mostre que 2% +4% +6% +--+(2n)> =12 +3% +52 +-- -+ 2n-1)* +n(2n+1).
Observagdo: chamamos tridngulo retdngulo todo tridngulo que tem um &ngulo interno de 90°. Os lados que formam o &ngulo de 90°
sdo chamados catetos. O lado oposto ao angulo de 90° é chamado hipotenusa.
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Folha de Perguntas

Instrucoes:

¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

¢ Nesta prova hd 5 questdes. Cada questdo vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugoes.

¢ Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.

® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugoes e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1

Amanha, na avenida da Raia da USP (logo af ao lado; talvez vocé consiga vé-la pela janela!), haverd a largada de uma corrida de 10
quiléometros, a Nike 10K.

Um dos aspectos mais importantes para quem participa de corridas longas ¢ a variacdo de altitude do percurso de prova, ou seja, o
quanto as subidas e descidas sdo inclinadas. Para tanto, a organizacdo do evento fez um gréfico indicando a altitude de acordo com a
distancia do percurso:
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a) Qual ¢ a diferenca entre as altitudes do ponto mais alto e do ponto mais baixo do percurso da Nike 10K?

b) Um dos pontos cruciais da corrida de Sdo Silvestre, realizada no tdltimo dia do ano em Sao Paulo, é quando os corredores sobem a
avenida Brigadeiro Luiz Antdnio, a “subida da Brigadeiro”. Sabendo que as altitudes nos quildmetros 13 e 14 da corrida de Sao
Silvestre, que compreendem a avenida, sdo respectivamente 782 m e 811 m, em qual das duas competicdes os corredores enfrentam
a subida mais inclinada? Nao se esquega de justificar sua resposta!

PROBLEMA 2

A primeira fase da prova da FUVEST, o maior vestibular do Brasil, consiste em 90 questdes de multipla escolha (testes). Cada teste
tem 5 alternativas, das quais somente uma € a correta. Os candidatos devem escolher uma das 5 alternativas de cada teste, ¢ a sua
pontuacdo na primeira fase € igual a quantidade de testes que ele acertar.

O estudante Z chuta em todas as provas tipo testes, ou seja, escolhe a alternativa de cada teste ao acaso, sem mesmo 1€-lo.

Variaveis cujos valores ndo podem ser previstos com exatiddo, como a quantidade de testes que Z acertaria na FUVEST, sdo
denominadas varidveis aleatdrias e sdo o principal objeto de estudo da Estatistica.

Duas das medidas mais importantes de uma varidvel aleatéria sdo o seu valor esperado e o seu desvio padrdo. O valor esperado é a
média da varidvel quando se repete o experimento muitas vezes (no nosso caso, qual seria a pontuacdo média de Z caso ele pudesse
fazer a prova da primeira fase da FUVEST vdrias vezes). O desvio padrdo mede o quanto a varidvel aleatéria se distancia em média
do seu valor esperado. Quanto maior o desvio padrdo, maior a variagdo.

Seja X a varidvel aleatdria que descreve a quantidade de testes que Z acerta em uma prova com 7 testes. Sendo p e g respectivamente
as probabilidades de Z acertar um teste e errar um teste, pode-se mostrar que X tem valor esperado W =n-p e desvio padrio

G=4n-pgq.

Além disso, sabe-se da Estatistica que, com aproximadamente 99,9999998% de certeza, a nota de Z em uma prova de n testes é
maior ou igual a L — 66 e menor ou igual a L+ 60 .

a) Determine os valores das probabilidades p e g de Z acertar um teste e errar um teste, respectivamente.

b) O estudante Z quer ser médico. Para ser aprovado em Medicina na FUVEST, no ano passado, ele precisaria acertar 71 dos 90
testes na primeira fase. Supondo que essa pontua¢do ndo mude, mostre que, com mais do que 99,9999998% de certeza, ele ndo serd
aprovado.



PROBLEMA 3
O jogo Esconde Niimeros tem quatro pecas € um tabuleiro dividido em quatro regides com nimeros pintados, como mostra a figura.

12 1 2
3.4 3
5|4 5

1 1,65

6 4 3|2 3 Pecas
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Tabuleiro

Além do tabuleiro e das pegas, o jogo tem cartelas com 2
desafios. Cada desafio corresponde a uma colecdo de
ndmeros, possivelmente com nimeros repetidos ou omitidos. 3
O jogador deve colocar uma pecga sobre cada regido e cobrir

todos os nimeros, exceto os nimeros do desafio.
Por exemplo, uma solugio do desafio (um 1; um 2; um 3; um 1 6 5
4; trés 5; dois 6) esta ao lado.

5 4

Observe que as quatro pecas na solugc@o do desafio (um 1; um 2; um 3; um 4; trés 5; dois 6) cobrem, juntas, sete espacos vazios, ou
seja, espacos nos quais nao estdo marcados nimeros, € quatorze nimeros.

a) Para o desafio (dois 1; dois 2), mostre que as quatro pecas deverdo cobrir, juntas, exatamente dois espagos vazios e dezenove
ndmeros.

b) Mostre que o desafio (dois 1; dois 2) tem unica solucdo, ou seja, ha uma tnica maneira de cobrir o tabuleiro de modo que fiquem
visiveis apenas dois 1 e dois 2.

PROBLEMA 4
a) Determine constantes A€ R e Be R tais que (n=D(r+D =A+ B para todo # inteiro positivo.
2n-D(2n+1) 2n-D(2n+1)
1 C D

b) Determine constantes Ce R e D e R tais que = + .
2n-1D)2n+1) 2n-1 2n+1
¢) Podemos dizer que a identidade obtida no item a € um “pequeno milagre” e a do item b é uma aplicacdo de uma técnica muito
importante: escrever como soma de fragoes parciais. Utilizando as duas identidades, calcule a seguinte soma de 1002 termos:
-3 2-4 3.5 1002-1004
— et
35 57 79 2005-2007
_n=DED om 2<n<1003.

em que cada termo € da forma ,
2n-1D2n+1)

PROBLEMA 5
Alguns historiadores afirmam que os antigos egipcios mediam angulos retos M
2 L .o A o B

utilizando uma corda marcada por 11 nds igualmente espacados, dividindo-a em
12 pedacos iguais. Para fazer a medi¢@o, a corda era estendida de modo a formar
o famoso triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5. Esse tridngulo e todos os
tridngulos semelhantes a ele sdo denominados tridngulos egipcios.
Veremos nesse problema que tridngulos egipcios podem aparecer de uma maneira
bastante inusitada: com dobraduras!
Considere uma folha de papel na forma de um quadrado ABCD de lado 2. Seja M
o ponto médio de AB. D C
a) Esmeralda dobrou o papel de modo que o vértice C b) Diamantino dobrou outra folha igual a de Esmeralda de
coincida com o ponto médio M. modo que o vértice C fique sobre o lado AD e o lado BC

A M B passe sobre o ponto M. ]

M D
X A H
E
G
D

pa J

Se x = BE, note que EC = EM =2 — x. Mostre que o tridngulo D I

BME ¢ egipcio, ou seja, é semelhante ao tridngulo de lados 3,
4e5. Prove que os tridngulos MAJ, JDI e BMH sdo egipcios.
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Folha de Perguntas

Instrucoes:

¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

¢ Nesta prova ha 5 questdes. Cada questdo vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugoes.

¢ Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.

¢ Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugoes e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1
Em mil lancamentos de uma moeda honesta, qual é o tamanho da maior seqiiéncia de resultados iguais consecutivos que, em média,
¢ obtida? Neste problema vamos ajudar vocé a responder a essa questao.

Seja p a probabilidade de obter coroa em um lancamento e seja n o nimero de lancamentos. (Sim, p :% e n=1000. Mas, deste

modo, as férmulas ficam mais simples.)

Considere uma seqiiéncia de k lancamentos consecutivos. Na média, em pk deles obtemos k caras consecutivas; da mesma forma,

na média em pk deles obtemos k coroas consecutivas. Assim, sendo n a quantidade de langamentos, espera-se 2 pkn seqiiéncias de
pelo menos k faces iguais consecutivas. Logo o nimero de seqiiéncias com exatamente k faces iguais consecutivas €, em média,

k+1

k
2pkn—2p n:2npk(1—p),que neste caso € igual a n(%) .

X
a) Sendo n inteiro positivo, resolva a equacio n- (Ej =1 no universo U = R.

b) Responda a pergunta que fizemos no inicio do problema.

PROBLEMA 2
O jogo Esconde Niimeros tem quatro pecas e um tabuleiro dividido em quatro regides com nimeros pintados, como mostra a figura.
1,2 1 2
34 3
5|4 5
1 1
2:3.4]12 3 Pegas
5 4
Tabuleiro

Além do tabuleiro e das pecgas, o jogo tem cartelas com desafios. Cada desafio corresponde a uma colecdo de nimeros,
possivelmente com niimeros repetidos ou omitidos. O jogador deve colocar uma peca sobre cada regido e cobrir todos os nimeros,
exceto os nimeros do desafio.

Por exemplo, uma solug@o do desafio (um 1; dois 2; um 3; um 4; um 5) é

2
3
5
1
2
4

a) De quantas maneiras podemos colocar as pecas no tabuleiro?
b) Mostre que a quantidade de desafios € menor ou igual a 2500.
¢) Mostre que existem desafios com mais de uma solugdo.



PROBLEMA 3
1-tg 2
2

a) Observando a figura a seguir, prove que, para 0 < x < T, temos cosx =
1+1tg

b) Resolva, no universo U =]0;7[ , a equagdo tgx+senx =cosx- tg% .

PROBLEMA 4

Sejam ABCD um tetraedro de volume V e P, um ponto em seu interior. Os planos ¢, 5, ye J'sdo paralelos as faces BCD, ACD, ABD
e ABC, respectivamente, e determinam em ABCD quatro tetraedros de vértice P com volumes Vi, V,, V5 e V,, respectivamente.

a) Sejam d,, d,, d; e d, as distancias do ponto P as faces BCD, ACD, ABD e ABC, respectivamente, e S, S,, S; € §, as dreas

de BCD, ACD, ABD e ABC, respectivamente. Prove que V = %(Sldl +8,d, +83d5+8,d, )
; Sid; Vi 3
b) Mostre que, para 1 <i<4, T=V-3 v e conclua que YV =\/V_1+3,/V2 +3/V5 +3/V, .

PROBLEMA 5
Um grafo orientado é formado por um conjunto finito V :{IJI,PZ,...,Pn}, cujos elementos denominamos vértices, € por um

conjunto £ c VxV ; os elementos de E sdo denominados arestas. O estudo de estruturas como essas ¢ uma drea muito importante
da Matemadtica contemporanea denominada Teoria dos Grafos. Os chamados grafos sdo vitais para a Computacdo e suas aplicagdes
estendem-se até aos Negocios e as Ciéncias Sociais.

Vejamos um exemplo que dd uma mostra bastante simplificada do que pode ser feito em Teoria dos Grafos. Vamos supor que em
um estudo sociolégico observaram-se as seguintes relacdes: Arnaldo influencia Bernaldo; Arnaldo influencia Cernaldo; Arnaldo
influencia Ernaldo; Bernaldo influencia Arnaldo; Cernaldo influencia Bernaldo; Cernaldo influencia Dernaldo e Ernaldo influencia
Dernaldo. Entio tomando V ={A,B,C,D,E} ¢ E={(A, B),(A,C),(A E),(B,A),(C,B),(C,D),(E,D)} obtemos o grafo que
representa essencialmente a situagdo descrita, o qual usualmente € representado através de um diagrama como o mostrado abaixo, a
esquerda.

A 0 1 1 0 1 11020

. E 10000 01101
AG)=[0 1 0 1 0 [AGP=[1 00 0 0

00000 0000 O

C D 00010 0000 O

Seja G um grafo orientado com n vértices. Consideramos a matriz nxn com a; =1 se (F;,P;) € uma aresta de G e a; =0 caso

contrdrio. Tal matriz é denominada matriz de adjacéncia de G e é indicada por A(G). Acima, a direita, exibimos a matriz de
adjacéncia do exemplo dado e o seu quadrado, [A(G)]2 =A(G) - AG).

Um caminho entre os vértices F;, e P; em um grafo orientado G ¢ uma seqiiéncia de vértices Py, F,,...,F,, em que F; =F,

B,, = P; e (Py,F44y) ¢ umaarestade G, 1<k <m. Ou seja, podemos partir do vértice F; e, percorrendo arestas de G, ir até P; .

a) Mostre que, em todo grafo orientado G, o elemento b;; da matriz [AG)]* ¢é igual a quantidade de caminhos entre F, a P; com

exatamente duas arestas.
b) Prove que existe um caminho entre quaisquer dois vértices (distintos ou ndo) de um grafo orientado G de n vértices se, e somente

se, A(G)+ [A(G)]2 +--++[A(G)]" é uma matriz formada apenas por nimeros positivos.



