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Gabaritos e Critérios

PROBLEMA 1 -
Solucéo.

24-365
7

a) Considerando 24 anos e 365 dias por ano temos aproximadamente

. . . 1075
semanas com episodios novos foi de o 0,859 = 86%.

~ 1251 semanas. Entdo o percentual aproximado de

1075-24
1440
c) Primeiro vejamos quanto tempo essa pessoa por assistir anime por dia. De segunda a sexta essa pessoatem 24 —8—-3 -8 =5
horas para assistir anime. No sabado e no domingo 24 — 8 — 3 = 13 horas ja que ela ndo tem o horéario de trabalho. Dessa forma,
por semana a pessoatem 5-5- 60+ 2 - 13 - 60 = 3060 minutos para assistir anime. Para assistir todos os episodios essa pessoa

b) Cada dia tem 24 - 60 = 1440 minutos. Assim, seriam necessarios

~ 17,9 dias. Sdo aproximadamente 18 dias.

levaria W ~ 7,03 semanas que podemos aproximar para 50 dias.
Critérios
Item a: 0,5 ponto (considerar aproximacdes)
Achar que ha aproximadamente 1251 SemManas €M 24 SEMANAS ........ccviveeerrererrerteeeieresessessesseres sereesessessesse sessessasessessenns 0,2 ponto
Concluir que em 86% ¢ o percentual das semanas com episodios novos (valores entre 82 e 90 devem ser aceitos)......... 0,3 ponto
Item b: 0,5 ponto (considerar aproximacdes)
Achar que & 1440 MINULIOS POF QI8.......eerreiriiirteiire ettt ettt sttt e —estsbebebabenbens febabebebe s ebeseabese et sbeneetens 0,2 ponto
Achar que o valor de aproximadamente 18 dias (valores entre 17 e 19 devem Ser aceit0s)........ccccevvvvervrierienieeveenes ceeveenns 0,3 ponto
Item c: 1 ponto (considerar aproximagdes)
Achar que a pessoa tem 5 horas para assistir anime de SEgUNAA @ SEXTA.......vciurr woeeeririeiiies cerrerere s e seeee e eeneens 0,2 ponto
Achar que a pessoa tem 13 horas para assistir anime no sabado € domiNgO........ ccccvevviiiiiiies ceriiieeere e 0,2 ponto
Achar que a pessoa tem 3060 minutos por semana para asSiStir @NIME..........ccuvvrieiirerierinies ceereeereseseeseseeseeneeseeessensens 0,3 ponto
Concluir que levaria aproximadamente 50 dias para assistir tudo (valores entre 45 e 55 devem ser aceitos).................... 0,3 ponto

PROBLEMA 2 —Valor: 3 pontos

Solucéo.

a) O nimero 10™ — 1 é formado por n digitos 9 e é 9 vezes o nimero formado por n digitos 1. Logo, 10™ — 1 é divisivel por 9.
Representando isto com equagdes temos 10" —1=99..99=9-11...11.

n digitos ndigitos
b)SejaN =d,,_;d,_5 ...d;dg = dy_q - 10" 1 + .+ d; - 10T + d - 10° um nimero de n digitos. Ao fazer N menos a soma dos
digitos de N podemos agrupar da d; e obter N —soma dos digitosde N = (dp,_; - 10" + .-+ d; - 10* + d,, - 10°) —
(dy_q+-+d, +dy) =d,_; (10" —1) + -+ d;(10* —1). Cada 10¥—1 ¢é divisivel por 9, entio
N — soma dos digitos de N é divisivel por 9.

¢) Suponha que 0 ndo aparece na representacdo de 22°. Nesse caso, os digitos seriam de 1 a 9 em alguma ordem. O resto de 22°
por9seriaomesmoque 1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45 por9. Isso implicaria que 22° seria um multiplo de 9. Porém,
229 nao possui fatores primos 3 e no é multiplo de 9. Contradicdo. Isso nos permite concluir que 22° possui algarismo 0 em sua
representacdo decimal.

Critérios
Item a: 0,8 ponto
Escrever que 10™ — 1 poSSUi 71 dIgIt0S 9.....c.veveverieirieiriiinieiceenese e 0,4 ponto
Concluir que o nimero é 9 vezes o nimero com n digitos 1 e, portanto 9/10™ — 1......0,4 ponto
Item b: 1,1 ponto
Separar 0 nimero na soma de seus digitos vezes uma poténcia de 10.........c..cccceeennne 0,3 ponto
Fatorar o resultado como soma de termos da forma d; (10" — 1).......ccceeerurvrrrvrrrennnnn 0,4 ponto
Usar o item a para notar cada termo divisivel por 9, assim como a soma deles............. 0,4 ponto
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Item c: 1,1 ponto

Notar que sem o digito 0 os digitos seriam de 1 até 9........ccceeveverveieeinnivsine e 0,4 ponto
Mostrar que 9 divide a 1 + 2 + -+ 4+ 9 e dividiria um nimero com tais digitos............. 0,4 ponto
Concluir por contradicdo com o fato de 9 ndo dividir 22%..........cceveeveeeeeceeeeeereenens 0,3 ponto

PROBLEMA 3 -
Solucéo.
a) Resposta: 6.

Alyson pode receber um de trés objetos, Penn pode receber um dos outros dois objetos e Teller recebe o objeto que sobrou. Ha,
entdo, 3 - 2 = 6 possibilidades.

b) Resposta: 2.

Nenhuma pessoa pode vencer as outras duas e nem joga contra si mesma. Além disso, ndo é possivel que A venca B e B vencga A.

Assim, ha duas possibilidades para a primeira lacuna: Penn ou Teller. Se for Penn, o tnico que vence Alyson é Teller. Logo Alyson
vence Penn; Teller vence Alyson. Teller ndo vence Penn também, logo Penn vence Teller, e a frase é

P1: Alyson vence Penn; Teller vence Alyson; e Penn vence Teller.

Se a primeira lacuna € Teller, o Unico que vence Alyson é Penn, e da mesma forma, Teller vence Penn. A frase é

P2: Alyson vence Teller; Penn vence Alyson; e Teller vence Penn.

Deste modo, s6 ha duas possiveis previsdes.

¢) Quando trocamos objetos, as pessoas envolvidas nos dois objetos trocam de status (o vencedor e o perdedor trocam de lugar).
Isso faz com que todos os confrontos troquem de status também, ou seja, mudamos de uma previsdo para a outra.

d) Hans vé os objetos distribuidos inicialmente e vé qual é a previsdo correspondente (no nosso caso, é P1). Apds uma troca,
independente de quem forem os envolvidos, muda-se de P1 para P2, e a primeira previsdo dele (que é sé uma parte de P1) esta
correta. Apos duas trocas, vamaos e voltamos para a mesma previsdo; no nosso exemplo, voltamos para P2; isso dé a segunda previsao
de Hans (que é uma parte de P2 — exatamente o que ele ndo falou na primeira previsdo, para evitar se repetir, e aumentar, ainda que
artificialmente, a quantidade de confrontos corretos). Apés trés trocas, mudamos trés vezes, ou seja, terminamos em P1, que é
exatamente a terceira previséo.

O trugue com o papel amassado no final s6 d& certo porque as trés pessoas envolvidas pegaram os objetos de modo coerente com
P1 —isso deve ter sido instruido por Hans antes de comecar o truque.

e) Sim. Como a quantidade de trocas € impar nos dois truques, o resultado é o mesmo.

Critérios
Item a: 0,4 ponto

Concluir com o principio multiplicativo que ha 6 possibilidades..............cccccovevvevrirennnn. 0,4 ponto
Item b: 0,8 ponto

Concluir que os trés jogadores formardo um ciclo em relagdo a vitoria...........cc.ceeennven. 0,5 ponto

Utilizar essa observacdo para notar que existem duas possibilidades..............c.ccooevnene. 0,3 ponto
Item c: 0,4 ponto

Notar que, ao trocar 0s objetos trocamos o ciclo e mudamos a previsao............c......... 0,4 ponto

Item d: 1 ponto

Escrever que 0 magico possui acesso ao estagio Inicial e apds uma troca o estado é revertido, como provado no item ¢, devendo o
mMagico escolher P2 e el V& PL € VICE-VEISa.......ccuevieririrerieienieinieesisiesisiesissessseesnens 0,2 ponto

Notar que apds duas trocas temos 0 mesmo estado (pelo item ¢ aplicado duas vezes) e 0 magico deve usar a mesma
[S1 =3V oSO 0,4 ponto

Notar que apds trés trocas temos o estado trocado (aplicando c trés vezes) e devemos usar a previsdo contraria a usada
anteriormente (N0 CaSO, PL) ...oiiiiiiie et e s 0,4 ponto

Item e: 0,4 ponto

Notar que o resultado s6 depende da paridade do nimero que inversfes de estado sdo realizadas e que portanto a previséo é a
TTIESITIAL ..ttt ettt ese e btttk e bt bt et b e e bt ek b ekt ek b e e e eR e e Rt e eR e e R e e ke b ekt eRe e e Reennenren nhean 0,4 ponto



PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Solucéo.

a) Cgmo ABA'B' e CDC'D' sdo paralelogramos, podemos concluir que A’'B = AB' = CD =D'C'eque B'A' = AB =CD' = D'C.
Para provar a igualdade de &ngulos, defina o ponto P como a interse¢do das retas A'B e CD e o ponto Q como a interse¢do das
retas AB e CD'. Pelas perpendicularidades dadas no enunciado, os tridngulos BCP e BCQ sdo retingulos em P e @,
respectivamente. Agora veja que ZABA' = 180° — £ABP = 180° — (£ABC — «PBC(), mas sabemos que 2PBC = 90° —
2PCB, substituindo obtemos £ABA' = 270°— £ABC — «DCB. De modo semelhante, 2DC'D’ = «DCD' = 180° —
£+DCQ, sendo que «DCQ = «DCB + «BCQ e <4BCQ = 90°— 2CBQ = 90° — (180° — £ABC) = £ABC — 90°,
finalmente substituindo temos que 2DC'D' = 270° — 2DCB — £ABC = £ABA'. Utilizando essa igualdade, 2BA'B’ =
2C'D'C segue de que os &ngulos adjacentes de um paralelogramo séo suplementares.

b) A reta AB’ corta o lado CD num ponto R. No tridngulo retangulo RDA temos 2RDA = 90° — £RAD. Por outro lado, usando o
angulo £B'AR = 180° temos«D;AB’ = 180° — 90° — 2RAD = «RDA. Vale lembrar que ZADC = 2RDA.

c) Veja que XA = XD pois X é o centro do quadrado, AY = DW pois ABA'B' e DC'D’'C séo congruentes e Y e W sdo seus
centros, £XAY = 45° + 2D;AB’" + «B'AY = 45° + £ADC + CDW = «XDW pela congruéncia e pela igualdade do item
anterior. Segue que os triangulos sdo congruentes por L.A.L.

d) Temos que ZWXY = 2DXA — «DXW + 2£AXY = 90° utilizando a igualdade de angulos dada pela congruéncia.

e) Pelo itemc), XY = XW , e pelo item d), ZWXY = 90°. Segue que o tridngulo WXY ¢é retangulo is6sceles em X . Do mesmo
modo, o tridngulo ZWY é retangulo isdsceles em Z . Como esses triangulos tém os mesmos angulos e o lado YW em comum, eles

sdo congruentes. Logo XW = XY = ZW = ZY .Assim XYZW é um losango, e como ele possui um angulo de 90°, deve ser um
quadrado.

Critérios
Item a: 0,8 ponto
Usar os paralelogramos para provar que A'B = D'C' @ A'B' = D'C..ccceooveveeeieie sttt 0,2 ponto cada
Definir um dos pontos que de interse¢do dos prolongamentos dos lados de um paralelogramo com os prolongamentos dos lados do
paralelogramo oposto (COMO P € Q PO EXEMPIO) ....veiveiiiiitirieiiete ettt sttt ettt ettt e et eb e et sb et et esbe e ebe b 0,2 ponto
Provar que ZDC'D' = ABA'€ LBA'B' = ZC D Cucccvccvieeeeeeeeee ettt ettt sttt are 0,1 ponto cada
Item b: 0,4 ponto
Marcar a intersecao das retas AB’ € CD (Na SOIUGAD PONTO R)...oveveririerieriiieieiisesieesiesiescse ettt sttt sese e sens 0,2 ponto
Concluir que ZRDA = 90° — ZRAD = ZD1AB’ ..ottt +0,2 ponto
Item c: 0,6 ponto
Provar qUE XA = XD @ YA = WD ..o ettt e e 0,2 ponto cada
Provar que £XAY = £XDW e concluir com 0 ¢caso de CONGrUENCIAS LAL ........cccccueiiueieeiieeiiesieesie e see st st ste e ae e +0,2 ponto
Item d: 0,4 ponto
A partir da congruéncia afirmar QUE ZDXW = ZAXY ..ottt 0,2 ponto
PrOVAr QUE LIV XY = 907 .ttt s et e e bbb b et et e R R e R b e b e Rt e Rt Rt Rt Rt n e nenre s +0,2 ponto
Item e: 0,8 ponto
Afirmar que WX = XY Pela CONGIUBNCIA .....cviuiiiiiitiiteieiste bbbt b et b ettt bttt e st e 0,2 ponto
AFirmar qUe XZ = XY, GNAIOGAMENTE .......oiiiiiieitiieee ettt b et h b et e b s et e bt s b bt e been e e besb e et e sbeebe e s e eneeneenaetas 0,2 ponto
NOAr QUE ZIWXY = ZWZY = Q07 ..ottt ettt r e r e re e nre e nre e 0,2 ponto

Afirmar que AW XY e AWZY sdo congruentes por ALA e concluir que XYZW € um quadrado.........cccccevverveivrerinvnennnnes +0,2 ponto



PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

a) No 1° minuto tivemos a seguinte mudanca (1000; 0) — (910; 90). No 2° minuto teremos:

(910; 90) ————> (910 — 10% - 910; 90 + 10% - 910) = (819; 181)

(819; 181) m (819 +10% - 181; 181 — 10% - 181) = (837,1; 162,9)

Portanto, (910; 90) — (837,1; 162,9)

b) Temos que:
(a; b) AparaB (a—10%-a; b+ 10%-a) = (90% - a; b + 10% - a)
(90% - a; b +10% -a) BparaA (90% -a+ 10% - (b + 10% - a); 90% - (b + 10% - a))
=(91%-a+ 10% - b; 90% - b + 9% - a)
portanto (a; b) = (91%a + 10%b; 90%b + 9%a) ou (0,91a + 0,1b,0,9b + 0,09a).

c) Pelo item b temos 9(91%a + 10%b) — 10(90%b + 9%a) = 729%a — 810%b = 81% (9a — 10b) = 81% - x ou
0,81 - x.

d) Sendo a condig¢do inicial (a; b) ao definirmos x; = 9a;, — 10b,, onde a,, e b, sdo respectivamente as quantidades das jarras A

e B depois de k minutos, temos que x;, = (81%)* - (9a — 10b). Disso temos que para valores muito grandes de k, teremos

que o fator (81%)* tende a zero, portanto a expressdo x;, = 9a, — 10b, tende a zero.

e) Se os valores se aproximam de (a, b), entdo temos 9a — 10b = 0. Sabemos também que a + b = 1000, pois a quantidade

total de suco ndo muda. Da primeira equacdo temos b = 3—3 e substituindo na outra temos a + z—z =1000 ® a = 1010900
a = 526,3 mililitros. Dessa forma, b = 1000 — a = 473,7 mililitros.
Critérios
Item a: 0,8 ponto
Passou 10% de A para B € chegou €M (819, 181) .....cciiiiiiiiiieeie ettt bttt b e bbb b e 0,4 ponto
Passou 10% de B para A € chegou €M (837,1, 162,9) ...ccvciieiieiieiieie sttt sttt sttt sttt ee s 0,4 ponto

Caso o0 aluno dé apenas o resultado final (837,1, 162,9) sem o intermediario ou expressao, ele deve receber apenas 0,4 neste item.
Item b: 0,8 ponto

Passar 10% de A para B e chegar em (90% - a; b + 10% - @) OU €QUIVAIENTE ......cociiirieiierieise e 0,4 ponto
Passar 10% de B para A e chegar em (91%a + 10%b; 90%b + 9%a) OU eqUIVaIENTE .........cooveiiiiiiieeee e +0,4 ponto
Item c: 0,8 ponto
Escrever expressdo 9(91%a + 10%b) — 10(90%b + 9%a) OU QUIVAIENTE.........covervieir e 0,4 ponto
COoNCIUIT QUE 0 NOVO VAIOT € 0,81+ X c.eivevieiiiteieiestesieie st ste et ste e ste e e st st tesbe st e sesbe st et e abe st eseebe st e beebe s eresbe s etesbe st esesbe s aresbeneens +0,4 ponto
Item d: 0,8 ponto
Usar o item anterior para afirmar que vai multiplicando POr 8190 .......cceiveiiirieiiieee e 0,4 ponto
Afirmar que vai diminuindo (sem dizer que Se aproXima A8 ZEI0) .......eviuirueieiirieieiirteeeie ettt se et bbb neenes +0,2 ponto
Afirmar que 9a — 10D SE APFOXIMA A8 ZEIO .....ueiuirieiuieiieieie sttt et see bt e bt st et e besbe st e s beabeese e b e besbeabesbeeneenebenbenaeas +0,2 ponto
Item e: 0,8 ponto
ESCIEVET @ 4 D = 1000 ...iiiieeeeeeetiee ettt e et e e e ettt e s et e e st eeesaseeeesasaeessseeessasseeesasateesaseeeesasseeesaaseeeesasaaeesssseeeesasreeesrenees 0,2 ponto
ESCIEVET O — 10D = 0 .eeiiieeieieiee ettt ettt ettt h e bt bt e bt e s bt e b e e e b e S h e e b e e bt e m bt e R bt eR e e eb e e b e e b e e ab e e hb e e hbeeheesbeenbeebeenne 0,2 ponto

[ (oo (TR [T =Yoo (=T < S +0,4 ponto



PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Solucéo.
a) Vamos usar quadradinho (C, L) para indicar o quadradinho na coluna C e linha L.

Veja que se tiver uma peca horizontal na linha y com 2 < y < 4, entdo essa peca cobre os quadradinhos (2,y), (3,y) e (4,y). E se
tiver uma peca vertical na coluna x com 2 < x < 4, entdo pega os quadradinhos (x, 2), (x, 3) e (x,4). O quadradinho (x, y) seria
cobertos duas vezes contrariando a condicéo de que cada quadradinho é coberto por exatamente uma pecinha.

Ha outras formas diferentes de argumentar, mas o aluno deve deixar claro as duas pecas cobririam um mesmo quadradinho.

b) Se alguma pegca vertical estiver nas colunas 2, 3 ou 4, entdo h < 1, pois s teria pe¢a horizontal na linha 1 ou na linha 5 (haquela
que a peca vertical ndo pegar quadradinho). As pecas verticais s6 podemos estar nas colunas 1 e 5 e v = 2. Analogamente, as pecas
horizontais estdo nas linhas 1 e 5 e h = 2. Basta escolher se o0 quadradinho do canto superior esquerdo sera coberto por pecinha
horizontal ou pecinha vertical e as quatro pecas ficam definidas. Logo, temos 2 maneiras de cobrir o tabuleirocomh > 2 e v = 2.

c) Se a peca horizontal estiver nas linhas 2, 3 ou 4, entdo sé ha duas posicdes para peca vertical: na coluna que sobra encostando na
linha de cima ou na linha de baixo. J& se a pe¢a horizontal estiver nas linhas 1 ou 5, entdo h4 2 + 4 = 6 posic¢des para a peca vertical,
pois na coluna que a peca horizontal na pega quadradinho pode ficar em cima ou em baixo e nas colunas que a horizontal pega tem
uma posi¢do possivel. Lembrando que escolhida a linha hd 2 maneiras de colocar a pega horizontal, temos3:2-2+2:2-6 = 36
maneiras de cobrir o tabuleiro.

d) Se h = 0ewv > 1, entdo para cada coluna temos 3 maneiras sem vertical, vertical tocando a linha 1 e vertical tocando a linha 5.
S40 35 = 243 maneiras, mas devemos desconsiderar 1 em que nenhuma vez usamos peca vertical. Portanto, sdo 242 maneiras.

e) Essa peca horizontal ndo pode aparecer nas linhas 2, 3 e 4, pois ela impediria pecas verticais nas colunas 2, 3 e 4 (como vimos
no item a) e também numa das colunas 1 ou 5. Isso tornaria impossivel v > 2. A peca horizontal tem 4 posi¢des possiveis, nos
cantos das linhas 1 e 5. Depois de colocar a peca horizontal temos 3 op¢des (com pega em cima, com pega em baixo ou sem peca)
para a coluna sem quadradinho dessa pega e 2 opg¢Ges (com ou sem peca) para cada coluna com um quadradinho da peca horizontal.
Isso nos daria 3 - 2% possibilidades. Porém, para considerar v > 2 devemos descontar 1 caso em que v = 0 e 2 + 4 = 6 casos em
que v = 1. Assim,parah = 1ev > 2temos 4 - (3 - 2* — 1 — 6) = 164 possibilidades.

f) Para concluir o problema temos que considerar 1 caso com v =0 e h = 0, somar tudo e dobrar os casos em que v e h séo
diferentes para contar as coberturas simétricas. O numero de maneiras de cobrir o tabuleiro com pecinhas 1 x4 e 1x1 é
14+2+4+36+2-242+ 2164 =851.

Critérios
Item a: 0,6 ponto

Explicar corretamente que a pega horizontal e a vertical cobririam um mesmo quadradinho do 3 x 3 central (o aluno pode usar
L[0T S oL WL o) OO P TP TORRTOO 0,6 ponto

Item b: 0,8 ponto

Explicar que ndo pode haver vertical nas colunas do meio (OU eqUIVAIENTE) ..........coreiiiieiiieice e 0,4 ponto

Concluir que as pegas precisam estar nas linhas € coluNas das PONTAS ...........ccoeiiriierirere e +0,2 ponto

Concluir que hd 2 maneiras de POSICIONAS @S PEGAS ....e.vevererreierirterieterte sttt ate sttt e et bt e bt be st e b sbe st e bt sbe e ebesbe e et abeseese st eene +0,2 ponto
Item c: 0,6 ponto

Contar corretamente 0 caso em que a pega vertical estd Nas coluNas 2, 3 0U 4 ........coovviieieiriiieiieese e 0,2 ponto

Contar corretamente 0 caso em que a pega vertical st Nas COIUNAS 1 OU 5......ceovveiiririininieeiesee e 0,2 ponto

Concluir com 0 NUMEr0 COITELO A8 36 MANEBITAS.......eviveriereiterierestesieestesterestesterestesterestesserestessasestessesessessesestessesessessasessensens +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto

Notar que cada coluna terd 3 POSSIDITAAUES ......cvcerieiiiiieiie ettt sttt a ettt re et b ene b nens 0,4 ponto

Chegar no total de 35 (eSQUECENAO 0 CASO 17 = 0) ....cucvieiueieieeieiceeieecte ettt s ettt s et sae s et sesen e s nsetes e +0,1 ponto

Considerar 0 caso v = 0 € Chegar €M 242 MANEITAS ........coeieiiieiieie ettt sbe st et et eseebesbesbesbesbeebeeseeneenaesrenees +0,1 ponto
Item e: 0,8 ponto

Na coluna sem quadradinho da peca horizontal tem 3 possiDIlidades ..o 0,2 ponto

Nas colunas com quadradinho da peca horizontal tem 2 poSSIDIHAAAES ........cvcveeeieierirere s 0,2 ponto

Chegar em 3 - 2% = 48 POSSIDITAUES .........cveviviiiirircieiei sttt bbb bbbt b e +0,2 ponto

Descontar 0s casos com v = 0 e v = 1 € Chegar em 164 MANEITAS .........coireriririieie et sbe st e e see e e +0,2 ponto
Item f: 0,6 ponto

INCIUIF 0 CASO 17 = 00 8 - == ettt et bbbt b ekt bt b £ e b £ e Rt e R e e b e be e b e eb £ e b e e Rt e s e e b e besbeebesbeenee b e nbenbenbens 0,2 ponto

Argumentar que precisa dobrar 0S CaS0OS SIMELIICOS ........cveruiiiiiresieeeserese s e et e e s e sre e sre e e eeeeeseesresreereereenseseesrenees 0,2 ponto

Chegar N0 valor fiNal de 851 MANEITAS..........uiiiiiieiie ettt bttt b b b e b e beebe s e e b et sbeebesbeebeeb e e e e nentenas +0,2 ponto



PROBLEMA 7 —

Solucéo.

a)Paran = 11 ondimeron - A > 10 - A possui mais digitos que A e ndo pode ser igual a A lido na ordem contraria.

b) Se A fosse um 5-flip, entdo teria que comegar em 1, pois se comegasse com 2 ou mais, entdo 5A teria mais digitos que A. Porém,
isso implicaria que 5A terminaria em 1. Isso ndo € possivel, pois os multiplos de 5 s6 podem terminar em 0 ou 5.

c) Se A fosse um 7-flip, entdo teria que comecar em 1 para que 74 pudesse ter mesma quantidade de algarismos que A. Veja que
7A teria que comecar com 7,80u9.Jaque 7 - 1 = 7, pode ter algum vai um anterior e ndo pode passar para a casa decimal seguinte.
Isso significa que A terminaem 7, 8 ou 9. Vejaque 7-7 =49, 7 -8 =56 e 7 -9 = 63 ndo terminam em 1, entdo é impossivel
formar o algarismo 1 das unidades de 7A.

d) Se A fosse um 2-flip, entdo o primeiro digito teria que ser 1, 2, 3 ou 4.

e Sefor 1, entdo 2A comega com 2 ou 3, mas 0s nimeros 2 - 2 = 4 e 2 - 3 = 6 ndo terminam em 1 e ndo é possivel atingir
o digito das unidades correto para 24.

e Sefor 2, entdo 24 comecacom 4 ou5,mas2-4=8e2-5=10ndo terminam em 2 e é ndo tem como acertar o digito
das unidades de 2A.

e Sefor 3, entdo 24 comegacom 6 0ou 7, mas 2-6 = 12 e 2- 7 = 14 ndo terminam em 3 e é impossivel acertar o digito
das unidades de 2A4.

e Se for 4, entdo 24 comega com 8 ou 9, porém 2 -8 = 16 e 2 - 9 = 18 ndo podem terminar com 4 e ndo ha como ter o
digito correto nas unidades de 2A.

Portanto, ndo existe A que seja 2-flip.

e) Para os 9-flip tome os nimeros 4,, = 10891089...1089 com n repeti¢des de 1089. Vejaque 9 - A, = 98019801 ... 9801, pois
entre os blocos de 1089 néo havera vai um.
Analogamente, para os 4-flip podemos tomar os nimeros A4,, = 21782178 ...2178 com n repeti¢bes do 2178.

Critérios
Item a: 0,8 ponto
Explicar que 71+ A tem MaiS AIGITOS QUE A ....ecuviiiicieieeie sttt sttt s te e beeteese e e et e besbestesbeenee e et e seesrenras 0,8 ponto
Item b: 1,0 ponto
Provar que 0 primeiro digito de A TEIM QUE SEI 1 ....cviiiiiiiiiiti ittt ettt st e s beebeese e e et e besbesbesbeene e e enteseesrearas 0,5 ponto
Argumentar que 0 UItimo digito de 54 SO POUE SEF 0 OU 5 .....ecuiiiiiiiieieiiieie sttt bbb +0,5 ponto
Item c: 1,0 pontos
Notar que 0 primeiro digito de A SO POUE SEI L ....cuiiiiiiieeeite et ettt b et b e et b et be e 0,4 ponto
Provar que o primeiro digito de 74 SO POUEria SEr 7, 8 OU 9 .....ccveiuiiiiiiiiieiieieieee e ste et e et be e sbe e st e sbesreeneanas +0,4 ponto
Verificar que 7 - 7,7 - 8 € 7 - 9 N80 POAEM LEFMINAN BIM L. ..oiuiiiiiiiiiiiciieie sttt bbb +0,2 ponto
Item d: 1,2 pontos
Provar que o primeiro digito de A temM QUE 1, 2, 30U 4 ..oceiuiieiieieiee ettt ettt te e et et st e st e beebeer e e et srearas 0,4 ponto
Resolver 0s 4 casos para 0 Primeir0 digitd UE A ........cooviiiiiiiiiieiree et +0,2 ponto cada

Item e: 1,0 ponto
Construcdo correta com prova dos 9-flips (ha outras construgdes possiveis como 108900 ...001089 e 1099 ...989)........ 0,5 ponto
Construcéo correta com prova dos 4-flips (ha outras construgfes possiveis como 217800 ...002178)......ccccccveevverieeriennas 0,5 ponto
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PROBLEMA 1 - Valor: 2 pontog

Solucéo.

a) Vamos chamar os pontos de 1500m e 5000m de 1 e 2. Temos t; = 3- 60 + 42 = 222 s, v, = % ~ 6,76 m/s,

t,=13:-60+52=832sev, = 5009 6,00 m/s. Temos que resolver o sistema

832
a
6,76 = m + b
a
6,00 = @ + b
Fazendo a diferenca das equacbes 0,76 = a (i - 313) implicando a = 230,12. Substituindo esse valor de a temos o valor
aproximado de b = 6,76 — % ~ 5,72.

Considerando as unidades do problema, temos a = 230,12me b = 5,72 m/s.
b) Devemos converter para km/h e depois fazer a porcentagem. Lembrando que 1 km = 1000 m e que 1 hora = 3600 s temos

5,72 m/s = 220, Llan 36095 _ 575 .36 km/h ~ 20,59 km/h. Tirando 85% chegamos em 0,85 - 20,59 ~ 17,5 km/h.

1s 1000m 1h

c) O tempo para correr uma maratona seria de % ~ 2,41 h. Lembrando que 1 hora = 60 minutos temos 0,41 h = 0,41 - 60 =

24,6 min. O tempo seria de aproximadamente 2 horas e 25 minutos.
1500 5000

d) Usando as mesmas variaveis do item a temos t; = 207 s, v; = >0~ 7,24m/s, t, =769sev, = 0 6,50 m/s. Temos
0 sistema
a
7,24— = m + b
a
6,50 = 7_69 +b

Fazendo a diferenca temos 0,74 = a (ﬁ - %) implicando a = 209,6. Comisso, b = 7,24 — % ~ 6,22 m/s. Passando para

km/h temos b = 22,4 km/h. Tirando 96% temos 21,5 km/h.

O tempo estimado para correr uma maratona seria de 1,96 horas que é aproximadamente 1 hora e 58 minutos. Com essas
consideraces o atleta noruegués bateria o recorde mundial da maratona.

Critérios.

Item a: 0,6 ponto (considerar aproximacdes)
Escrever o t;, v, e a equacao que os relaciona envolvendo @, b........cccccoovevevevneneennnn. 0,2 ponto
Escrever o t,, v, e a equagdo que os relaciona envolvendo @, b..........cccccoveeveeienennennn. 0,2 ponto
ACNAT 0 VAIOF U8 @ 22 230, 12770 .ot ee e e ee et ere e v e e eeeeene e 0,1 ponto
ACHAr 0 ValOr 08 B =X 5,72111/S ..oeiiiiie ettt s 0,1 ponto

Item b: 0,4 ponto (considerar aproximagdes)
Converter corretamente para b = 20,59 1M /Ao 0,2 ponto
Tirar 85% corretamente e chegar em aproximadamente 17,5km/h........c.cccccovennn. 0,2 ponto

Item c: 0,4 ponto (considerar aproximacdes)
Achar que o tempo de correr uma maratona é aproximadamente 2,41A..........c.cco..... 0,2 ponto
Converter corretamente para aproximadamente 2 horas € 25 minutos..........c..cc.ceee.e. 0,2 ponto

Item d: 0,6 ponto (considerar aproximacdes)
Escrever o t;, v, € a equacao que os relaciona envolvendo @, b.........ccccecveeveevriviieiiens cvverveeenenn, 0,1 ponto
Escrever o t,, v, € a equagdo que 0s relaciona envolVeNdo @, b..........ccoeeeieiieieniens cveeienens 0,1 ponto
Achar o valor de @ = 209,6M € b = 6,221/ S .uccucieieieieiesiesesesese s ssenees sreesessennes 0,1 ponto
Converter b para = 22,4km/h e tirar 96% chegando em = 21,5 kM /R......ccccooveovivinivinincnnns 0,1 ponto

Achar o tempo estimado da maratona e concluir que o atleta bateria o recorde mundial ............ 0,2 ponto


http://www.opm.mat.br/

PROBLEMA 2 -
Solucéo.
a) Resposta: 6.

Alyson pode receber um de trés objetos, Penn pode receber um dos outros dois objetos e Teller recebe 0 objeto que sobrou. Ha,
entdo, 3 - 2 = 6 possibilidades.

b) Resposta: 2.

Nenhuma pessoa pode vencer as outras duas e nem joga contra si mesma. Além disso, ndo é possivel que A venca B e B vencga A.

Assim, ha duas possibilidades para a primeira lacuna: Penn ou Teller. Se for Penn, o tnico que vence Alyson é Teller. Logo Alyson
vence Penn; Teller vence Alyson. Teller ndo vence Penn também, logo Penn vence Teller, e a frase é

P1: Alyson vence Penn; Teller vence Alyson; e Penn vence Teller.

Se a primeira lacuna é Teller, o Gnico que vence Alyson é Penn, e da mesma forma, Teller vence Penn. A frase é

P2: Alyson vence Teller; Penn vence Alyson; e Teller vence Penn.

Deste modo, s6 ha duas possiveis previsoes.

¢) Quando trocamos objetos, as pessoas envolvidas nos dois objetos trocam de status (o vencedor e o perdedor trocam de lugar).
Isso faz com que todos os confrontos troquem de status também, ou seja, mudamos de uma previsdo para a outra.

d) Hans vé os objetos distribuidos inicialmente e v& qual é a previsdo correspondente (no nosso caso, é P1). Apds uma troca,
independente de quem forem os envolvidos, muda-se de P1 para P2, e a primeira previsdo dele (que é sé uma parte de P1) esta
correta. Apos duas trocas, vamos e voltamos para a mesma previsdo; no nosso exemplo, voltamos para P2; isso da a segunda previsao
de Hans (que é uma parte de P2 — exatamente o que ele ndo falou na primeira previsdo, para evitar se repetir, e aumentar, ainda que
artificialmente, a quantidade de confrontos corretos). Apds trés trocas, mudamos trés vezes, ou seja, terminamos em P1, que é
exatamente a terceira previséo.

O trugue com o papel amassado no final s6 d& certo porque as trés pessoas envolvidas pegaram os objetos de modo coerente com
P1 —isso deve ter sido instruido por Hans antes de comecar o truque.

e) Sim. Como a quantidade de trocas € impar nos dois truques, o resultado é o mesmo.

Critérios
Item a: 0,4 ponto

Concluir com o principio multiplicativo que ha 6 possibilidades............cc.cccoverieninen. 0,4 ponto
Item b: 0,8 ponto

Concluir que os trés jogadores formardo um ciclo em relagdo a vitoria...........cc.cecennnen. 0,5 ponto

Utilizar essa observacgao para notar que existem duas possibilidades............c.ccccooeenee 0,3 ponto
Item c: 0,4 ponto

Notar que, ao trocar os objetos trocamos o ciclo e mudamos a previsdo............c.cce.... 0,4 ponto

Item d: 1 ponto

Escrever que 0 magico possui acesso ao estdgio Inicial e apds uma troca o estado é revertido, como provado no item c, devendo o
MAagico escolher P2 se ele V& PL € VICE-VEISA.......cccceiueieeeeeieneseneeieneeese e see e seeneenens 0,2 ponto

Notar que apds duas trocas temos 0 mesmo estado (pelo item ¢ aplicado duas vezes) e 0 magico deve usar a mesma
LYY Lo USSR 0,4 ponto

Notar que apds trés trocas temos o estado trocado (aplicando c trés vezes) e devemos usar a previsao contraria a usada
anteriormente (N0 CASO, PL) ..c.oviiiiiiiiieie e 0,4 ponto

Item e: 0,4 ponto

Notar que o resultado s6 depende da paridade do nimero que inversfes de estado sao realizadas e que portanto a previsdo é a
1T - OO PR PPRPRRRRROOt 0,4 ponto

PROBLEMA 3 - Valor: 3 pontog

Solucéo.
a) Temos S = % e a = Vb2 + c2 (usando o Teorema de Pitagoras). A equacgdo x? — ax + § = 0 tem discriminante A = q? — 4§ =
b% + c? —2bc = (b — ¢)?.

7 5A oR VA ; T +b-— —-b+
b) As raizes da equagio s&o dadas por x = “=. Considerando as duas possibilidades do + temos x; = “— e x, = ==

c) Vejaque (a+ b+ ¢)? = a? + b% + c? + 2ab + 2bc + 2ca = 2(a® + ab + bc + ca) é par. Se um niimero ao quadrado € par,
entdo o nimero possui fator 2 na fatoracdo em primo e também é par.

Oura solugdo. Sabendo que a® = b% + c? podemos observar que a quantidade de nimeros impares tem que ser par, pois
par + par = par, par + impar = impar e impar + impar = par. Assim, a + b + ¢ é pare (a + b + ¢)? também é par.



d) Sabemos que a + b + ¢ é par e que 2¢ também é par. Portanto, a + b + ¢ — 2c = a + b — ¢ é par e x; é inteiro. Analogamente
a+ b+ c— 2bépare x, éinteiro. Portanto, as raizes x; € x, s80 sempre inteiras.

Critérios
Item a: 0,8 ponto
ESCIEBVET A = G2 — 48 ...oiuiiiiiteieeieie ettt s bbb s bbbttt 0,4 ponto
Deixar tudo em fungao de b € ¢ (B2 4 €2 — 2DC 0U (B = €)2) cueuoiierieeeiee et +0,4 ponto
Item b: 0,6 ponto
Escrever apenas x = aiz—ﬂ sem deixar em terMOS & @, D € C...ocvvverieeiiiiiciiriect e 0,3 ponto
Chegar nas expressdes x = at®=9) o BAUIVAIENTES ...ttt et b et eb et nr e +0,3 ponto
Item c: 0,8 ponto
Escrever a2 + b2 4 c2 + 2ab + 2bc + 2¢a 0U BQUIVAIBNTE ........ooveviviveieiiii ettt 0,4 ponto
PErCeber qUE a2 + b2 + €2 € SEBIMPIE PAT ....cv.vviviieeiiseeeieseee et etes et ss et b sttt bbb st bbb bbbt n s tas +0,2 ponto
ConclUIr qUE (@ + b + €)2 € @+ D 4 € SAO PAMES ....cvevviecvieirerei ettt bttt +0,2 ponto
Para a outra solucéo.
Afirmar que a quantidade A& IMPAIES € PAN .....c.ciuiiiiriiieiri ettt bbbt b et b bbb b e bbb bt sben e 0,4 ponto
Provar que a quantidade de IMPAIES € PaT........ciuiiieieiiiiiesee e eteie e este st e s e eteete et e stestesbesteeteeseasseseestestestesteeseeseessensentesrens +0,2 ponto
ConclUIr qUE (@ + b + €)2 € @+ D 4 € SAO PAMES ....cvevvieceieiiereieieie ettt bbbttt bttt +0,2 ponto
Item d: 0,8 ponto
Provar que @ + b — ¢ € Par (OU EQUIVAIENTE) ......oiieieiieiieesie ettt ettt bbbttt sb et st e s e b 0,4 ponto
ConcCluir qUE as raizes SAO SEMPIE INTEIIAS ........ciierreeite ettt b ettt e bbbt b et e st st b et bbbt b +0,4 ponto

PROBLEMA 4 —\alor: 3 pontos

Solucéo.

a) Cada angulo interno de um quadrado mede 90°. E conhecido que cada &ngulo interno de um hexagono regular tem medida 120°.
Isso também pode ser provado usando a dica dos tridngulos equiléteros. O tridngulo BFC € isosceles (FB = FC) e tem um angulo
de 120°. Os outros dois dngulos medem 189 7129 _ 30°. Dessa forma, ZABC =90° + 120° — 30° = 180° e £BCD = 120° —
30° + 90° = 180°. Portanto, 4, B, C e D séo colineares.

b) O hexagono e todos os quadrados possuem lado 2x. Ligando do centro O aos vértices do hexadgono formamos triangulos
equilateros de lado 2x e depois OB = OF = 0C = OE = 2x. Como o tridngulo OBF é equilatero a altura BG também é mediana e

GF = GO = x. Usando o Teorema de Pitagoras GB = VB0? — G0Z% = x+/3. Por simetria, GC = GB = x+/3.

Dessa forma, podemos concluir que GA = GB + BA = x/3 + 2x, GE = GO + OE = 3x e GD = GC + CD = x/3 + 6x.

c¢) Usando a mesma ideia do item a, podemos notar que EB forma angulo de 30° com o lado superior do hexagono. Dai, ZABH =
180° — 90° — 30° = 60°. O tridngulo ABH possui angulos com medidas, 90°, 60° e 180° — 90° — 60° = 30°.

d) Por simetria, EB = CB = CG + GB = 2x+/3. O triangulo ABH é congruente ao tridngulo BOG por ALA e temos BH = 0G = x
e AH = BG = x+/3. Os tridngulos EHA e DGE s&o retangulos em H e G, respectivamente, entdo basta ver a razdo dos lados para
2xV3+x _ 1 HA _xV3 _ 1

prrw il e == N concluindo o resultado.

e) O segmento OF divide o angulo interno 2E do hexagono em dois angulos de % = 60°. Vejaque LOEB' = 60° + 30° = 90°.
Usando a semelhanca do item anterior, seja £ZGED = £HAE = £H'A'E’ = x. Pela soma dos angulos internos do triangulo A'H'E
temos LA'EH' = 90° — x. Assim, 2GEA' = LOEB' — £tA'EH' = x = £GED e os pontos E, A’ e D séo colineares.

f) Como cada angulo interno do hexagono mede 120° a rotacao foi de 120° e temos LAEA’ = 120°. Usando o item anterior, temos
2AED = £AEA' = 120° e concluimos que ? = 120°.

EH
usar o caso de semelhanca LAL. Temos Pyt

Critérios

Item a: 0,4 ponto
Afirmar que cada angulo interno do hexagono regular mede 120° (pode Ser Na figura) ........cccccceverieienienieiesieneie e 0,2 ponto
Provar qUe ZABC = 90° € ZBEUD = 90 ..ottt ettt ettt b et b et et a et nrn e nrre s +0,1 ponto cada

Calcular 05 SEGMENTOS GA, GE € GD .......ccueieieie ettt e ettt sttt et et st e s te s teeneese e s e e tesaentesneaneereeneeeeneenns 0,2 ponto cada



Item c: 0,4 ponto

Provar que EB forma angulo de 30° com 0 lado superior do heXAGON0 ........ccveveieiiierese et 0,2 ponto

PrOVAr QUE ZABH = 607 ..ottt ettt sttt ettt a et bt e eh £ e b £ 22 ke a1 ke eh b e e E e e e b e e ehe e ebe e bt e ab e eab e eb b e eb b e abeenbe e ke e beanneennas +0,1 ponto

Escrever t0dos 05 aNgUIOS dO tHANQUIO ABH .......c.coeiuiiiiieiesieeieie et e sttt e e st e e teatessease e ae st e testesteenaeneeseenseneesneas +0,1 ponto
Item d: 0,6 ponto

Notar que 0S dois trIANGUIOS SA0 FELANGUIDS........ecieieieieie sttt ettt re e e e e et e te st e atesseenee e eneeneeseenras 0,3 ponto

Provar que a razdo entre 0S CatELOS & IJUAD .......cvcveiieiiie et e et et e saeere e e e e e nrennenre s +0,3 ponto
Item e: 0,6 ponto

PrOVAr QUE ZGEB' = 90° ...oiii i ceei ettt sttt e et e et e teeae s et et e s te st e s beeb e e R e e st e st e e et e s beeReaReeneese et et e ste st e aReeneeneeneeeeneenrn 0,4 ponto

PrOVAr QUE ZGED = ZGE A" ..ot bbb bbbt bbbt bbbt bbb bbb +0,2 ponto
Item f: 0,4 ponto

Observar que a rotacdo foi de 120° por conta dos lados consecutivos do hEXAGONO ..........ccvvveveirerieiieieie e 0,2 ponto

Provar que ? = 120° USANTO O ITEIM .....uiiuiiieieeeieiieie st este e te e st e et e e st et e s e e seese e e eeeseesbesteeseeseaneeseeseebestesteaseenseseeseneenenns +0,2 ponto

PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

Solucéo.

a) Veja que,sey éum 9 -flip, 9 X y tem a mesma quantidade de digitos de y e ndo tem vai um na multiplicagdo em uma posicao
mais significativa do que as posi¢des dos digitos de y . No decorrer da solucdo, considere y§ a concatenacdo dey comd ey o
ntmero formado invertendo a ordem dos digitos de y . Pela observacdo sobre os vai um, dado um nimero § = y,y; ...y, onde y;
gaoup,temosque 9x 8 = (9Xy)(9Xyy)...(9Xy) = F)F2) ... 7). Como § é um palindromo formado por as e s,

segueque 9 Xy = (Vi) ... 2) (Y1) = Y1Y2 - Yk Segue que § é 9 -flip.

b) Seja 6 = abcdef um 9 -flip basico de 6 digitos. Para que 9 X § tenha 6 digitos, devemos ter y < 111111 ea = 1. Como
§ = 100000, segue que 9 x § = 900000e f =9.Seb =1,9%x 85 = 990000 ee = 9, mas nesse caso 9 x y acaba em
91 (99 x 9 =891 ),0quecontradizb = 1.Logob = 0, demodo que 9 x y acabaem 01 e e9 x 9 acabaem 01 . Como 9 x 9 tem
um vai 8, segue que e X 9 deve acabarem 2 ee = 8. Vejaque 9 X 10cd89 = 900801 + 9 X cd00 , analisando o penultimo
digito, temos que cd X 9 + 8 = 800 e cd = 88 . Se ¢ = 8, temos que d89 x 9 acaba em 801, como 89 x 9 tem um vai 8, segue
que d X 9acabaem Oe d =0, o que contradiz cd = 88 . Logo c =9, d89 X9 acabaem901,d x9 acabaem1 ed = 9.
Como 109989 x 9 = 989901 , esse é 0 Unico nimero 9 -flip de 6 digitos.

c) Se um 9 -flip tem uma quantidade impar de digitos, entdo ele & um palindromo de uma quantidade impar (possivelmente 1) de
9 -flips basicos, com o 9 -flip béasico central possuindo uma quantidade impar de digitos (em um palindromo, se desconsiderarmos
o0 elemento central, se existir, todos 0s outros aparecem em pares, de modo que a quantidade de digitos neles também serd par). Isso
s6 acontece se o central for 0 ou 109 ... 989 com uma quantidade impar de 9 s no meio. No primeiro caso, excluir o digito central é
retirar 0 9 -flip basico central, de modo que o que resta continua a ser um palindromo. No segundo caso, excluir o digito central é
diminuir em um a quantidade de 9 s no meio (que era impar, e por tanto pelo menos 1), de modo que o bloco central do palindromo
continua sendo um 9 -flip basico. Em ambos os casos, o nimero resultante € um 9 -flip.

d) O item anterior nos mostra uma forma de obter um 9 -flip de 2k digitos a partir de um de 2k + 1 digitos. Vamos mostrar que
esta relagdo é uma bijecéo entre os 9 -flips de 2k digitos e os de 2k + 1 digitos. Veja que, dado um 9 -flip de 2k digitos, ele é
formado por uma quantidade par de 9 -flips basicos ou o 9 -flip basico central do palindromo ¢é de tamanho par. No primeiro caso,
podemos inserir um 0 na posicdo central do nimero. No segundo caso, podemos aumentar a quantidade de 9 s no meio do

109...989 central em um. Em ambos 0s casos, obtemos um 9 -flip de 2k + 1 digitos. Perceba que, no primeiro caso, obtemos um
nimero que corresponderd ao primeiro caso do item c) e vice-versa. O mesmo ocorre no segundo caso. Assim essa relagao é
invertivel, de modo que é uma bijecdo. Logo a,; = azp4q-

e) Vamos estabelecer uma bijecdo de modo semelhante ao item anterior. Considere um 9 -flip de 2k digitos formado por uma
quantidade par 9 -flips basicos. Considere seus dois blocos centrais (que sao iguais pela formacéo de palindromo). Se eles forem 0 ,
podemos exclui-los e formar um 9 -flip de 2k — 2 digitos formado por uma quantidade par de 9 -flips basicos. Essa operacéo pode
ser invertida adicionando dois 0 s no meio de um 9 -flip de 2k — 2 digitos formado por uma quantidade par de 9 -flips basicos. Se
os blocos centrais forem 109 ...989 com [ > 4 digitos, podemos exclui-los e colocar um 109 ...989 com 2] — 4 digitos no meio
(2l — 4 = 4), de modo a obter um 9 -flip de 2k — 4 digitos formado por uma quantidade impar de 9 -flips bésicos. Veja que, dado
um 9 -flip de 2k — 4 digitos formado por uma quantidade impar de 9 -flips basicos, o bloco central 109 ...989 tem tamanho m >
4 par, de modo que podemos exclui-lo, colocando dois blocos 109 ...989 de tamanho mTM no lugar (mTJr4 > 4), de modo que essa



relacdo também é invertivel. Concluindo, obtivemos uma bijecdo entre os nimeros contados por p,, € 0s contados por p,j_, ou
[2k-4, de MOdO que Py = Pa—2 + lok—s-

f) Vamos construir mais uma bije¢do para mostrar que iy, = iyr_, + P2x—s (@0 SOMar essa equacdo com a obtida no item anterior,
obtemos a equacdo desejada). Veja que, dado um 9 -flip de 2k digitos formado por uma quantidade impar de 9 -flips basicos, ele
tem um bloco central 109 ...989 de tamanho [ > 4 par. Se [ = 6, podemos diminuir a quantidade de 9 s centrais em 2. Essa
relacdo pode ser invertida aumentando em 2 a quantidade de 9 s centrais no bloco central de um 9 -flip de 2k — 2 digitos formado
por uma quantidade impar de 9 -flips basicos. Se [ = 4, podemos excluir o bloco central, de modo a obter um 9 -flip de 2k — 4
digitos formado por uma quantidade par de 9 -flips basicos. A partir de um desses 9 -flips, podemos adicionar um 1089 no meio

para obter um 9 -flip de 2k digitos formado por uma quantidade impar de 9 -flips basicos com o central tendo tamanho 4 . Assim
concluimos a bijecdo. Somando as igualdades das duas Ultimas bijecdes, obtemos (P, + izk) = Pok—z + izk—2) +
(P-4 + izx—a), OU SEJA, Apy = Ag—p + Azp—s. COMO a, = 0 =F, e a, =1 = F;, concluimos por inducdo que a,; = azx—_, +
Qs = Fip + F_3 = Fe_4.

Critérios
Item a: 0,6 ponto

Notar que na multiplicagdo ndo tem “vai um” para fora dos bloquINhOS ........cccceeviiiiiiiiiiii e 0,3 ponto

Concluir que 9 vezes um bloguinho vai corresponder ao bloquinho simétrico no palindromo ..........cccceceeveviecveieccienee, +0,3 ponto
Item b: 0,8 ponto

PrOVAI QUE @ = 1 8 f = Ottt h et h e b e e Rt e AR e e R e e a b e e R e e e R e e e R e e R e e b e e R e e he e s RnenRe e sreenneen e e 0,2 ponto

PrOVAr QUE D = 0 8 @ = 8 ..iiiiiiiiiieee ettt E bR E e E R R R Rt r R Rt Rt nenre s +0,2 ponto

PIOVAI QUE € = 8 0U D ..iiiiiiiii ittt sttt skttt ettt sttt e e e st e et e e Rt e e st e e At e o1 ke e oAb e e e abe e e A ke e e a b e e e ke e e be e et b e e nbe e et s +0,2 ponto

CONCIUIN QUE € =9 8 A = 9ttt bbbt b b e bt bt bt bbbt bt e bt bt e bt s bt et e et b e bt et e +0,2 ponto
Item c: 0,6 ponto

Provar que o algarismo central tem que ser o algarismo central de 9-flip DASICO ........cccovviiiiiiiinc e 0,2 ponto

RS0 AT oI o7 o T USSR +0,2 ponto

Resolver o caso com 109...989 com um nimero IMpPar de 97S........coiiiiiiiiiiieiee s +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto

Separar nos casos numero par de 9-flips basicos e 9-flip basico central com um nimero par de digitos.........ccccccevverrrnnenn. 0,3 ponto

ProVar @ DIJEGAO ENIIE g © Qg g1« ververerrereerertertiiitertes et sttt sttt ettt b st bt b st b b st e bt b e st e bt b e st e bt b et ekt s b et et be st et et r e +0,3 ponto
Item e: 0,6 ponto

Separar 0s casos dois zeros centrais e dois blocoS 109...989 CENLIAIS ........evvrirerieieriere e see s nee s 0,2 ponto

Provar a DijeCa0 de PArte O Pag COM Pag g werririeiiiieitiite ettt st b et b ettt s h e s bt s bt bt e b e e st e b e et e besbe st e e b e esb e e e nnenbesre s +0,2 ponto

Provar a DijeCao de PArte G0 Poje COM Gog g ceererreeitirtiieiirtet ettt bbbttt b st b bbbt b bbb b e bbbt +0,2 ponto
Item f: 0,8 ponto

Provar que iy = izx—o + Pak—a (MUitos argumentos podem ser andlogos ao do item anterior) .........ccocvevvevveveceerenenesennen, 0,4 ponto

Somar as equacies de p,y € iy, para chegar Na reCorreNCIA Aoy = Agp_g F G g eerereriemeriaieeiene ettt +0,2 ponto

Notarque a, =0 =Fyea, =1 = F; para CONCIUIN QUE Gyj = Fl_q cerererueririneise ettt +0,2 ponto

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Solucéo.
a) Areta L era a mediatriz de CF, entdo apés a dobra L, ela é levada na mediatriz de C'F’.

b) Como a reta L passa por F’, aimagem da reta L ap6s L, passa por F. Portanto, a imagem da reta L é a reta FH e, sendo a mediatriz
de C'F', é perpendiculara C'F’.

c) A reta L é a mediatriz de CF e passa por F'. Como F'G||CF a distancia de F' até a horizontal & metade de AC. Portanto F'G =
FC _ F'c’

=5 = F'H. Os triangulos FGF' e FHF' sdo retangulos e sabendo que um cateto e a hipotenusa sdo iguais podemos concluir

que o outro cateto também é igual pelo Teorema de Pitagoras. Dessa forma, temos AFGF' = AFHF'(LLL) jaque FF' = FF',GF' =
2

HF' = CZ—F eFG=FH = [FF’2 - (%) . Poderiamos também ter concluido usando o critério de congruéncia LLAgqe.

d) Seja m(GFF") = x. Usando o item anterior e a mediatriz FH temos m(F'FH) = m(HFC") = x. Veja que L, levou AE sobre

FF' em(C'FF') = m(C'FJ) = 2x. Temos 6§ = m(GFJ) = 5xex = %- Comisso, m(GFF') = x = %e m(GFC') = 3x = ?.



e) Pela definicdo de J temos FJ = FF' = FC e C'] = C'F'. O triangulo FC'J é is6sceles e a mediana é também altura e bissetriz e
I =IC' = % = % = CZ—F Os triangulos FIJ, FIC', FHC', FHF' e FGF' sdo retangulos com mesma hipotenusa FF' = FF' =
FC' = FC' = FJ eum cateto de mesmamedidal] = IC' = HC' = HF' = GF' = FZ—C Pelo critério de congruéncia LLAgy-, sdo todos

A ~ . R ]
congruentes e 0s angulos formados em F séo todos iguais a -

Critérios
Item a: 0,8 ponto
Alguma descricdo correta da em que L é levada ap6s L, (mediatriz de C'F’ por eXemplo) ......cccovevvveievininnesieiene e 0,4 ponto
Justificativa correta (L ser mediatriz de CF Por eXemMPlO) .......coooriiiiriiiiieieiieieesie et +0,4 ponto
Item b: 0,8 ponto
Notar que se L passa por F’, entdo a reta apds @ doDra PaSSa PO F.........ceirerieiriiueirinieesieieesesiee st e st seebesesesse e sesseneses 0,4 ponto
(00 o 1ol [V T o [0 T=R (=T o [ L= A W =17 O - USRS +0,4 ponto
Item c: 0,8 ponto
Observar que sdo 2 triangulos retangulos (aqui pode ser citado o item b, mesmo que ele ndo tenha sido resolvido) ........... 0,2 ponto
Observar que posSUEM 0 1200 FF" EM COMUITI ......oviiiiiiieiiite ittt sttt st ese et et ebe st e e sbe b e ebesb e e ebesreseebesbeseebenbe e ebesbe e ebesne e 0,2 ponto
Concluir usando 0 caso de CONGIUENCIA LLL OU LLAgQe «..cvieiveiierieiiiesieiesiesiee st st e st stese st sttt ssese st stenestessesesnessens +0,4 ponto
Item d: 0,8 ponto
Argumentar corretamente que os trés angulos GFF’, F'FH e HEC' possuem a mesma medida .............ccoocevevrievererennnnns 0,4 ponto
PIOVAr QUE C'EJ € 2/3 8 CFC ..ottt 0,2 ponto
Concluir que , m(GFF') = ge m(GFC') = ?. .................................................................................................................. +0,2 ponto
Item e: 0,8 ponto
Observar que pelos itens anteriores sdo tridngulos retingulos com mesma NiPOLENUSA. ........coevrireiiireiisene e 0,4 ponto
Provar que catetos nos 5 tridngulos possuem mMesmMa MEAITA..........c.oiriiiiriire e +0,2 ponto
Concluir usando 0 caso de CONGrUENCIA LLL OU LLAgge «..oouerueiuireaieieieieie sttt sttt bbb st nne e +0,2 ponto

PROBLEMA 7 - Valor: 5 pontog

Solucéo.
a)
1 1 2012041 21
EIX|= ) x-P() = ) x-5o=os o —="=105
XES x=1

b) Temos 20 - 20 = 400 possiveis resultados, dois quais k? tem todos os dados no maximo k e (k — 1)2 tem todos os resultados

- . k?2—(k-1)2 _ 2k-1
menores do que k. Logo o a probabilidade do maior resultado ser exatamente k € % =0

¢) Usando a definigdo de esperanca e as formulas de somatérios fornecidas temos:

Solugdo 1:
20 20 20
Z p _ Z 2x — 1 _ 1 ) Z 5 Z _
* PO)= 2 X 350" = 200 x )=
X€ES x=1 x=1 x=1
1 20-(20+1)-(2-20+1) 20-(20+1)\ 5530
400 (2 6 - 2 =00 13825
Solucgéo 2:
z P(x) = i x2—(x—1)%  20(202 —192) + 19(19% — 182) + -+ 1(1%2 — 02) _
xrw =X 200 400 -
XES x=1
19-(19+4+1)-(2-19+1
20® — 192 — 18% — .. — 12 _ 8000 — ( )6( )_5530

400 400 200~ 13825



d) Note que, como o resultado do dado descartado é menor ou igual ao resultado mantido, tal talento é equivalente a pegar o melhor
resultado de 3 langamentos de dados.

Temos 20 - 20 - 20 = 8000 possiveis resultados, dos quais k3 tem todos os dados no maximo k e (k — 1)3 tem todos os

I .  k3-(k-1)% _ 3k2-3k+1
resultados menores do que k. Logo o a probabilidade do maior resultado ser exatamente k é 2000 = 5000

e) Usando a defini¢do de esperanca e as formulas de somatdrios fornecidas temos:
S x3—(x—1)% 20(20% — 19%) + 19(19% — 18%) + - + 1(1% — 0%)
Z x-P(x) = Z X = =

8000 8000
XES x=1
19- (19 + 1\*
20" -193 - 183 —...—13 160000 - <—2 ) _ 123900 oo
h 8000 - 8000 ~ 8000

. k 1 .
f) Existe uma chance de % do resultado ser k e de 7o Para cada valor maior do que k, logo:

Z PG =k LS L 1(k2+20'21 k(k+1)>_k2—k+420
esx =520 20 20 20 20 2 > = 20
X

g) Se relancarmos novamente os dois dados, teremos uma Esperanca de 13,825. Logo, para ser mais vantajoso jogar 2 dados,
temos:

k2 —k+ 420
13,825>T=>k(k—1)< 133 k<12
Critérios
Item a: 0,6 ponto
EXPIESSAO COTTELA ... e ettt b ettt bt bt h b e bt b e bbb ekt e b e e bt e b e e bt e b e e b e eb e b e bt e b et e bt e b et e bt e b et e bt e be e eb e b e 0,3 ponto
(R Lo (oI o0 ¢ (= (o ST +0,3 ponto
Item b: 0,6 ponto
Perceber que ha 202 reSUItAAOS POSSIVEIS ..........c.vreveiiiuiiriiieisicte ettt bs 0,3 ponto
Provar que ha k? — (k — 1)? = 2k — 1 resultados em que o maximo é k (ha outras formas além da solugdo oficial) ........ 0,3 ponto
Item c: 0,8 ponto
EXPressao COrreta COMO SOMALOTIO .........eiviiuiiiieiteieiteste sttt e e ete et e st e e st e st e s teebeese e st et e st e besbeebeebeessesse b e sbesbesbesbeebeeseensesnesreneas 0,4 ponto
Manipular para usar as fFOrMUIAS GAUAS .........cviiriiiirieie bbbt b bbbttt sb et +0,2 ponto
IV Lo [l oo = (ol [ NG S 7 TSRS +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto
Perceber que ha 203 reSUItAA0S POSSIVEIS ..........c.cvriveiiiuiiiiiieiicte ettt 0,3 ponto

Provar que ha k3 — (k — 1)3 = 3k? — 3k + 1 resultados em que 0 méaximo é k (ha outras formas além da sol. oficial) ... 0,3 ponto
Item e: 0,8 ponto

EXPressao COMTeta COMO SOMALIONIO ........veuereuiueririetereeateeseeseseseeseseseesesesesseseseesesesessesesseseseseesenessesesessesesessasesessnsenessnsesensasenenen 0,4 ponto

Manipular para usar as fFOrMUIAS GAOAS ...........cviiriiiiiieiieiee ettt s st e s e st et et e ste e sesbe s eneaseeenes +0,2 ponto

(R Lo [ oo g (1 (oI (S RT3 1 YO +0,2 ponto
Item f: 0,8 ponto

Notar que a probabilidade do resultado Ser k € IgUAL 8 K /20 .....ccoooiiiiiiieiieee e 0,4 ponto

Notar que para cada Um dOS OULIOS VAIOTES € 1/20 .....ccceiveiieiieeiieiiee e siee sttt et re sttt st st resbe st re st e erestesbesessesens 0,2 ponto

Chegar em kz%;'“o ............................................................................................................................................................. +0,2 ponto

Item g: 0,8 ponto
Comparar as esperancgas obtidas nos itens ¢ e f (mesmo que as expressdes deles estejam erradas).........ccoevvevrvveivererererenns 0,4 ponto
Concluir que a Exatiddo OPM € SUPEIIOr PArA K < 12...cuiiiiiiiiiieieieie ettt bbbt bbb +0,4 ponto



XLVII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Fase Unica (setembro de 2023)
Nivel y (12 e 22 séries do Ensino Médio)

www.opm.mat.br
Gabaritos e Critérios

PROBLEMA 1 - Valor: 2 pontog

Solucéo.
a) Usaremos [RST] para representar a area do triangulo RST. Como os triangulos sdo retangulos podemos calcular as areas usando
o produto dos catetos sobre 2: [04B] = 2, [0BC] = % e [0cA] = %

2

b) Pelo Teorema de Pitagoras, a = \/y2 + z2, b = Vx2 + z2 e ¢ = \/x2% + y2,
c) Podemos montar uma equacédo usando duas expressdes para a area do triangulo OBC: BC;)D = OB;)C S 0D = Oi'fc.
. . . . 5 _ a%(0D%+042) a2 (L 4c2) yz\2 | a?x?
d) Usando as equagdes dadas no enunciado e os itens anteriores temos [ABC]* = ” = “4 = (7) e
2,2 2,2

[0BC]? + % + "f = [0BC)? + [0AB]? + [0CA]?.

Critérios
Item a: 0,6 ponto

Cada expressdo correta ? xz—z e % ....................................................................................................................................... +0,2 ponto
Item b: 0,6 ponto

Cada expressao cormeta @ = /y2 + 22, b = VxZ + 22 € = \/XZ 4 Y2 +0,2 ponto
Item c: 0,4 ponto

Tentar usar 4rea A0 tHIANQUIO OBC .........cvciuiiiiie ettt sttt st et e te e st e e st e besbeabeeteereese et e besbeatesteenseseeneentenrens 0,2 ponto

(OF0] o Tod [N o701 (=1 v=T 1 1 (=101 (= R +0,2 ponto
Item d: 0,4 ponto

Substituir as expressdes de OD € OA uSaNdO 0S ItENS ANTEITOIES ......c.ververvrriertireeieeerere e stesresreeeeee e see e sresreeseeeeseeseeneenes 0,2 ponto

Concluir @ demMONSLrACAD A0 TEOTEIMA...........iitiite ittt ettt ettt bbbt e e et e b e sb e b e bt e bt e s e et et sbeebesbeebeeseeneenentebs +0,2 ponto

PROBLEMA 2 - Valor: 3 pontog

Solucéo.

a) Sejam Q; a projecdes dos P; sobre OM. Observe o tridngulo retdngulo com lados vertical e horizontal e hipotenusa PP, = 1. O
cateto vertical tem medida sen 6 e podemos concluir que MQ, = sen 6. Podemos repetir essa ideia para 0s outros segmentos e obter
X—=y=MQuy =MQ, +Q,Q0; + -+ Q,0n+1 = sen b + sen 26 + --- + senné.



http://www.opm.mat.br/

MP;  1/2 1

n %] ~ . et 0 [
b) No triangulo OP;M temos £MOP, = > Usando as fungdes trigonométricas de 5 temos tg (E) = = OX= Ztg(g) e
O\ _MP _ 1/2 =1
sen (2) Topy er 2sen(§) '

c) Temos £MOP; = ge £4P,OP;y, =0 parai=1,2,..,n.Logo, ZMOP,,, = §+ 6+60+--+0=n0+ g.

2}
d) Usando o tridngulo 0Q,, 1 P,+, temos cos (ne + g) = % = % Sy= Czs(n—e(;;). Usando a equagdo do item a temos sen 6 +
n+1 sen E
sen26 4 -+ sennf = x — y= 19 _ cos(nG-;g) _ cos(g)—cosgn9+§) .
Ztg(g) 2 sen(g) 2 sen(E)

. . . . - 1
e) Usando na horizontal a mesma ideia que usamos na vertical temos a soma dos segmentos de medidas > €os 0, cos 20, ..., cosné

[
. A 0+ .
igual a Q,,1P,,+1. Usando o seno do angulo M OP, ., temos sen (n@ + g) = % S Qni1Pri1 = % Com isso, temos
n+1 en E
1 sen(n6+2)
=+ cos @ + cos(20) + - + cos(nf) = Quy1Ppyr = ——5=
2 2 sen(E)
Critérios
Item a: 0,6 ponto
Argumentar que a projecédo de P; P, na vertical tem medida sen 8 (0U @NAl0J0) .........ccevrerieirinieineneee e 0,4 ponto
Somar as projecdes na vertical para Cegar N BQUAGAD ..........e.uruiieiereerte ettt ettt ettt bbb bt e e e ne b e +0,2 ponto
Item b: 0,6 ponto
GO BIM X D e oo eeeee e eees e e e e et t e ettt et s et e e e e 0,3 ponto
’ 215(3) i
Chegaremr = ! ZEn T TR T TP TSP P PP PP PRURPRUPP PPN 0,3 ponto
2 sen(E)
Item c: 0,4 ponto
Justificar corretamente que 2MOP,,,; = n6 +§ .................................................................................................................. 0,4 ponto
Item d: 0,8 ponto
cos(n9+g)
G ar BN Y = g iR E R R R R Rt R Rt R et b e r e nn e 0,4 ponto
2 sen(E)
6 [ 6
0+= =)= 0+=
Concluir que a soma dos senos é 19 cos(n ;2) i +0,4 ponto
Ztg(E) 2 sen(E) 2 sen(—)
Item e: 0,6 ponto
Considerar as ProjeECOES NOTIZONTAIS ...........eiiieitiiiiieie ittt b ettt et et b sb e eb e s bt eb e e b e enb e besb e bt sbeebeebe e st e e e e e b e 0,4 ponto
; , sen(n9+g)
CONCIUIT QUE 8 SOMA & ———522 ...ttt R ettt e Rttt e e e n e +0,2 ponto
2 sen(E)
PROBLEMA 3 —|Valor: 3 pontos
Solucéo.
a) Considerando o jogador que aposta uma ficha que a bola caira na casa vermelha, note que com probabilidade g ele ganha uma

ficha e, com probabilidade ; ele perde uma ficha. Correspondentemente, o cassino ganha uma ficha com probabilidade S e

perde uma ficha com probabilidade g. Entdo, HE = 5(1) + S(—l) = % = 2.7%

b) Note que, sendo p a probabilidade do cassino ganhar uma ficha (e consequentemente 1 — p a de perder uma ficha), entdo HE =
p(1)+ (1 —p)(—1) =2p—1.Logo HE = 100% = 2p — 1 = 1 = p = 1. Dado que o cassino ganha uma ficha exatamente
quando o jogador perde uma ficha, temos que a probabilidade de vitoria do jogador é 1 — p. Como p = 1, 0 jogador ganha com
probabilidade 0%.

. ;1 . ~ . 1 -
c) Note que, se a probabilidade de um evento ocorrer é —a probabilidade de que esse evento ndo ocorra é 1 — ~ Assim, a
- " . , 1\ . -
probabilidade de que tal evento ndo ocorra em nenhuma das n tentativas é (1 - ;) ; OU seja, a probabilidade do evento ocorrer ao
. 1\" x 1\" . . 1
menos uma vez, dentreasn é 1 — (1 - Z) . Como, pela observacdo do problema, (1 - ;) aproxima-se rapidamente de - temos

n
que 1 — (1 - %) € bem aproximado por 1 — é Por suavez, 1 — é é bem aproximado por g



d) Note que, sendo novamente p a probabilidade do jogador ganhar, HE = p(—999) + (1 —p)(1) = 1 — 1000p. Como HE =
50% = % =1-1000p = p = 2017 ou seja, p = 0.05%.

e) Seguindo a ideia da letra ¢, note que a probabilidade do jogador perder é 1 — ﬁ Assim, a chance de ele perder em n tentativas

. 1 \" . . . 1 \" .
é (1 - ﬁ) . Portanto, a chance do jogador ganhar a0 menos uma vez em n tentativas é 1 — (1 - M) e desejamos

n

1
—(1—-———) > o950
. (1 2000) = 95%

1

n/2000 .
(5) . Assim, queremos

IR

) ) _ 1 \n 1 \2000Y7/2000
Podemos usar a aproximacao do item ¢ para chegar em (1 - M) = ((1 - M) )

1 1 1 _n_
1-——2>95% © — > —5— < 32000 > 20
32000 20~ 33500

Um valor aproximado paran é n = 6000, pois 33 = 27 > 20.

Usando uma calculadora cientifica ou um computador, podemos fazer contas mais precisas e obter a seguinte estimativa para o
numero de tentativas.

1—(1—L)n295%@i2(1—L)n:nzlog . — = 5989,96..

2000 20 2000 1-5500 20

E um valor bem préximo da estimativa que fizemos na resolucéo.

Critérios
Item a: 0,6 ponto

Observar que o cassino ganha com probabilidade 5 ou que o jogador ganha com probabilidade S ................................... 0,3 ponto

Calcular corretamente o HE de 3—17 ....................................................................................................................................... +0,3 ponto
Item b: 0,6 ponto

Montar equag@o 1 - p 4 (—1) : (1 — P) OU EQUIVAIENTE .......oviiiiiiiiirieiee bbb 0,3 ponto

Concluir que a probabilidade de 0 JOgAOOr VENCET & ZEIO .......ccecviieieireiie st sttt ettt be e sa st e stesresbesaeereesa et eaesrenras +0,3 ponto
Item c: 0,8 ponto

Notar que a probabilidade de o evento ndo ocorrer é 1 — % ................................................................................................... 0,2 ponto

Argumentar que para ndo acontecer em n tentativas a probabilidade é (1 - %)n ............................................................... +0,2 ponto

Usar a ideia de complementar para ver que a probabilidade de acontecer pelo menos umavez é 1 — (1 — %)n ................ +0,2 ponto

Usar a dica para ver que esse valor de aproximade 1 — i que é aproximadamente g ........................................................... +0,2 ponto
Item d: 0,4 ponto

Chegar na expressdo p(—1000) 4 (1 — P)L) covoiieiiiiiieieee ettt a et e st et e s b e s e etesb e e etesae e ebesbe e eresae e 0,2 ponto

Concluirque p = Floo OU 0,059 1ttt b et b e bbb h bt h st b e bbbt e et b +0,2 ponto
Item e: 0,6 ponto

Chegarem 1 — (1 - ﬁ)n 2 0 D 0. ittt 0,3 ponto

Chegar no valor aproximado de 6000 tentativas (valores entre 5400 e 6600 justificados devem ser aceitos)............c........ +0,3 ponto

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Solucéo.

a) Néo. Suponha que adicionamos o digito d nas representagdes decimais e chegamos num tripla pitagérica. Como a ordem dos
ndmeros continua a mesma temos (10d + 3)? + (10d + 4)? = (10d + 5)? © 100d? + 60d + 32 + 100d? + 80d + 42 =
100d? + 100d + 5% & 100d? + 40d = 0. N4o existe um digito d ndo nulo que satisfaga essa equacéo.

b) Sim. Note que pelo texto anterior a letra a, (5,12,13) é bacana, pois (5,12,13) e (15,112,113) sdo ternas pitagéricas. Para
mostrar que (5,12,13) ndo é maltiplo de nenhuma terna pitagérica bacana, observe que mdc(5,12,13) = 1, isto é, ndo ha nenhum
namero inteiro k que divida mutuamente 5,12 e 13. Assim, ndo pode existir k diferente de 1 tal que (%,%,%) seja uma terna

pitagorica (pois ndo pode nem mesmo ser inteiro). Assim, (5,12,13) é superbacana.



c) Provaremos que A% + B> = C%.Como A =5 - 10", A% = 25-10?" = 250- 10?1, Como B = 125 - 10?""2 — 5, B =
15625 - 10*"* — 125 - 10?1 + 25. Finalmente, sendo € = 125 - 10?"2 + 5, C? = 15625 - 10*"™* + 125 - 10?"~1 + 25.
Deste modo, como

A% + B2 =250 - 10%™1 + 15625 - 10*"™* — 125 - 102" ! 4+ 25 = 15625 - 10*"™* + 125 - 102"~ + 25 = C?,
Obtemos o desejado.

d) Vamos colocar o digito 1 nos niimeros. Temos 14 = 10™*! + 4, 1B = 10?™**1 + B e 1C = 10?™*1 + (. J4 sabemos que

A? + B? = (2. Provaremos que vale a condi¢do do Teorema de Pitagoras 142 + 1B = 1C? & 10?2+ 2. 10" - 4 + A% +
104"%2 +2.10%"1. B + B?2 = 10*"*2 + 210%™ . C + C? © 10?"*2 + 2. 10™"*1 - 4 = 2 - 10?™*1 . (C — B). Usando os
valores de A, B e C temos 2 - 10™*1 - A = 10?"*2 e ¢ — B = 10. A condicdo € equivalente a 10?"*2 + 1022 = 2 - 102"*2 que
¢ verdadeira. Logo, (14, 1B, 1C) é uma tripla pitagdrica e, portanto, (4, B, C) é uma terna pitagorica bacana.

e) Sejad = mdc(4,B,C).Comod|Ced|B,d|C —B =10=d = 1,2,5ou 10. Como C terminaem 5 é impar, d ndo pode ter
fator 2. Por outro lado, veja que 5|4, 5|B e 5|C, entdo mdc(4,B,C) = 5.

f) Note que, sendo A,, B, e C, os valores definidos para cada n (5-10", 125-10%""%2—5, 125-102""2 +5), como
mdc(4,, By, C,) é 5, a Unica terna pitagérica bacana que pode ter como multiplo (4, By, C,,) além dela prdpria €, possivelmente,
(AS" En C”) Assim, para cada n, um dentre (4,, B,, C,,) ou (A” B" C") é superbacana (pois, se (A" Bn C“) for bacana, como o mdc
dos termos é 1, ela é superbacana e, caso contrario, (4,, Bn, Cn) é superbacana). Chame de S a terna pitagorica acima que é
superbacana. Note que se S; =S; para i # j, comparando a primeira entrada A, temos que 5- 10" =5-10/, 5- 10" = 10’ ou
10' = 10/ (o caso restante é simétrico em relagio ao segundo. Na primeira e na terceira temos que i = j, um absurdo, e na terceira
temos que 5 = 10/7*, o0 que também é um absurdo pois 5 ndo é poténcia de 10. Entdo, os S,,s sdo infinitas triplas superbacanas
distintas, 0 que mostra que existem infinitas triplas superbacanas distintas.

Critérios
Item a: 0,6 ponto

Montar a equagdo com 0S quadrados A0S NOVOS NUIMETOS .......c.urueiiuirterieiirteiesestessesesre sttt sttt b e b b ebesbe e ebe b nnens 0,4 ponto

Provar que ndo existe d que SatiSTaCa 8 BUUAGAD .........coeiiiirieiieiei ettt ettt sttt e e e e bbbt st eene e e e nbe b nne s +0,2 ponto
Item b: 0,4 ponto

Usou (15,112,113) para provar que (5,12,13) € DACANA........c.ccueiiiiiiiiiiii sttt e re e srenas 0,2 ponto

Usou que mdc(5,12,13) = 1 ou que mdc(5,12) = 1 para concluir que é uma tripla superbacana..........c.ccccoceververennnn. +0,2 ponto
Item c: 0,4 ponto

ESCIEVEU B2, £ OU GIMID0S. ... vveeeeeeeee et eeee et e et e ee et e eee et eeeee e eseeeeteeee et esee et et eeeeeeeeee et eseeeeeeeeee et eeeee e eeeee et eseeeeeeeeeeeeaeaeeeeeeenneees 0,2 ponto

PIOVOU QUE A2 4 B2 = €2 ..ottt bbbttt +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto

NOTOU QUE 1A = 10T b A oottt ettt ettt a s e et et et et et et et e b et ean e st et et et et e teseseen e e e 0,2 ponto

Notou que 1B = 102" 1 + B, 1€ = 10271 4 € OU AIMDOS ..vvuvveeceeeceeeeteeee ettt es s seeae et en e s s s e neeee +0,2 ponto

Provou aigualdade 1A% 4 182 = 102 ...ttt bbbttt bbbt a bbb bbbttt seaee +0,2 ponto
Item e: 0,4 ponto

Perceber que mdc (A, B, C) divide a diferenga € — B = 10 ....ccccveieieieie st eeesie ettt see st see st e sneeneeneeneeseennes 0,2 ponto

ConCIUIr COrretamENte QUE 1MAC = 5 ..ioviiie ettt ettt e et e st e st e et e e be e s e sseesseesteeabeenbeeaeeesbesteenteenteesteasnennees +0,2 ponto
Item f: 0,6 ponto

Observou que (4, B,, C,) ou (A—" B—" —) € SUPEIDACANA. ... cveiviiiieii e 0,3 ponto

Provou que variando o n temos |nf|n|tas tErNAS SUPEIDACANAS ......cvevvvereriierisieteti s te ettt st b et sa s +0,3 ponto

PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

a)
r 1 2 3 4 1 r 1 0 0 0 1 r 1 0 0 0 1
-2 -5 3 4 |cyeCy—2¢,|—2 -1 9 12 -2 -1 0 0
C3<C3—3C: C3+C3+9C;
8 19 -3 —4 C;_Ci_[}ci 8 3 =27 =36 C43(_C43+12C22 8 3 0 0
1 0 0 0|l—| 1 -2 -3 —4 |— 1 -2 =21 -28
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 9 12
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
L 0 0 0 1 L0 0 0 1 L0 0 0 1
Assim,

ker(M) = {a(—21;9;1;0) + B(—28;12;0;1),a,B € R}.



b) Sejam z,, z,, ..., z, as colunas de C abaixo das colunas nulas de AC e c;, ¢, ..., ¢p as colunas de C abaixo das colunas ndo nulas
de AC, que sdo as ¢ Ultimas, e x = [X; X3 ... Xg Xjgq - Xg4e]. TEMOS

Ax=020ACx=0x,=x, = =x, =0.
A matriz C é inversivel pois as operacdes definidas para escalonamento de colunas sdo inversiveis. Logo Ay =0 < ACx =0 &
X, = x; =+ = x; = 0. Substituindo as colunas de C, y = Cx = z;x; + 2y, + =+ + Z} Xy + C1Xp41 + CoXjqp + 000+ CoXpeqp =
C1Xp41 + CaXpaa + oo+ + CpXp4p, OU SEja, 0S elementos do kernel de A séo os vetores y, que sdo combinagdes lineares das colunas
1, Cy, -, Cp, QUE SA0 as colunas de C abaixo das colunas nulas de A*.

c)
1 2 3 4 27.cc9c[1 0 0 0 07 10 0 0 0
2 2 1
-2 =5 3 4 —1|c3eC3-3¢;|—2 -1 9 12 3 | czecztoc, |—2 —1 0 0 0
8 19 -3 -4 7 24“C4‘4C1 8 3 =27 =36 —9|GGtl2:| g 3 0 0 0
5<C5—2Cy C5<C5+3Cy
$Tr o o o O})l/—/——™l1 -2 -3 -4 21—/—I|1 -2 -21 -28 -8
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 9 12 3
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
L 0 0 0 1 0 L0 0 0 1 0 - L0 0 0 1 0
Logo
V ={(8;-3;0;0) + a(—21;9; 1;0) + B(—28;12;0; 1), a, f € R}
={(8—-21a—28B;-3+9a + 12B;a;8),a,B € R}
A B
d) Amatriz |1 0] é [A|B] com a identidade abaixo dela. Assim, a reducdo & forma escada de coluna encontra o kernel de [A|B].
0 1
A* B*
Apo6s a reducdo, obtemos | ¢ P |, pois o escalonamento das colunas soma somente zeros na Ultima coluna e entre si.
0 1

Se B* # 0, as colunas de A ndo zeram B, de modo que ndo existe uma combinagéo linear x = [x; x, ... x,] de colunas de A tal
que Ax = B, ou seja, 0 sistema é impossivel.

Se B*, o kernel de [A|B] é a combinagédo linear das colunas de [g I;] abaixo das colunas nulas de [A*|B*]. Sendo ¢, ¢,, ..., C; @S

colunas de C abaixo das colunas nulas de [A*|B*], o kernel de [A|B] é formado pelos vetores [601] X, + [COZ] X, + o+ [C(f] Xp +

[P] Xppq = [C1x1 + -+ CpXyp + PX[+1
1

X . Assim, note que ¢, x; + c,x, + -+ + cpx, S80 0S elementos do kernel de A.
£+1

[A|B]lx = 0 © A(c1xq + Cx5 + ++++ cpxp + Pxpy1) + Bxppy =0
Se queremos Ax = B, devemos ter x,,; = —1ex = ¢c;x; + c3x; + -+ + cpx; — P = —P + v, em que v € ker(4).

Critérios
Item a: 1,5 ponto
FEZ 0 Primeire ESCAIONAMENTO: .. .....i ittt b e bbb e bbb e bt e bbbt s b b e bt e b b et b b ebe e bt e bt et 0,9 ponto
Y A= To U Lo (o Rt or: 1 0] TV < o1 (o USSR +0,4 ponto
(0] 101 [T 17 Lo LTS +0,2 ponto
Item b: 0,5 ponto
Observar algo equIValENte @ 27 = X5 = ==+ = Xp = 0ottt 0,3 ponto
Item c: 1,5 ponto
FEZ 0 Primeiro ESCAIONAMENTO: .. .....iiiiiie ettt ettt bt bt b et e e bt e b e b e bt s b e b e b s be e e b e b e ebeebenbene st nne 0,9 ponto
FEZ 0 SEGUNAO ESCAIONAMENTO: .. ... vttt ettt bbb s bt bbb st b b ettt s b ettt be b e bt e e +0,4 ponto
(O] Tod 11 LY To LSRR USRUUR +0,2 ponto
Item d: 0,5 ponto
A B
Observar que o escalonamento de [ 0| gera 0 Kernel de [A|B]: .ottt 0,3 ponto
0 1

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Solucéo.

a) Suponha que o ponto fique dobrado com o lado colorido para fora e o branco para dentro (como no exemplo). Vamos considerar
que quando a formiga gira para a esquerda temos um angulo positivo de 180° e para a direita de —180°. Para cada dobra vale no
caminho temos um giro de 180° e a cada dobra montanha temos —180°. Se v é o0 nimero de dobras vale e m o de dobras montanha,
entdo ao final do caminho a formiga girou no total 360°, pois voltou ao inicio, entdo 180° - v + (—180°) - m =360° @ v —m =
2.



Se o lado colorido ficar para dentro teremos um resultado andlogo com v — m = —2, mas como citado no enunciado isso ndo
precisava ser feito.

b) Suponha que as dobras sdo possiveis e apos planificar tome o vinco que ficou mais a direita. Ha dois angulos nesse vinco considere
um deles (que marcaremos em azul) como o sentido positivo e passe pelos angulos em sequéncia. Qualquer que seja a proxima
dobra (vale ou montanha) o préximo angulo (marcado em vermelho) tera sinal contrario (gira no sentido oposto por cima ou por
baixo do papel). O angulo seguinte terd sinal positivo e eles seguem alternando. No fim ha um angulo negativo que termina
exatamente onde come¢amos, pois o total de angulos é par como vimos no item a. As somas dos angulos em azul e dos angulos em
vermelho sdo iguaise a; + as + -+ ayp 1 =g+ ay + -+ Oy S Ay — A + Ay — - — Agp_q = 0.

c) Para ver que k é par, veja que cada soma S(0, x) com x par € maior que a soma S(0,x + 1) = S(0,x) — a,+1 < S(0,x). Entdo
o minimo S(0, k — 1) é atingido para algum k — 1 impar e, portanto, k € par.

Usando a mesma ideia, S(k,j) atinge sem minimo para j impar, pois acaba com um —a;, e basta provar que S(k,;) = 0 para j
impar.

Vamos usar essa paridade e as dicas dadas.

Paraj =k —1,temos S(k,k — 1) = 5(0,2n— 1) = 0.

Para k < j < 2n, temos S(k,j) = S(0,j) —S(0,k — 1) = 0, pois S(0,k — 1) é minimo. Vale notar que o sinal de a; € positivo
nessa expressdo, pois ja vimos que k é par.

Para 0 <j<k—2,temos S(k,j) =502n—-1)-SG+1,k—1)=-SG+1,k—1). Como j+1 épar, SG+1,k—-1) =
S(0,k—1) —5(0,j) <0, pois S(0, k — 1) é minimo, implicando S(k, j) = 0.

d) Podemos um exemplo que evita o problema do angulo maior caber num menor. Tome o vinco ¢, e faca uma dobra vale. Em
seguida va alternando sobras vale e montanha até o final dos dngulos. O papel vai ficar “sanfonado” sem que um angulo precise
“caber” em outro e ndo passara do vinco €y, pois S(k,j) = 0. A dobra de £, ; sera vale para j = 0 ou j impar e sera vale caso
contréario. 1sso mostra que se a condigdo de Kawasaki for satisfeita temos pelo menos um exemplo.

e) Supondo que sdo v dobras vale e m dobras montanha temos v + m. Pelo Teorema de Maekawa sabemos que v — m = +2. Entdo
temos duas possibilidades (v,m) =(n—1,n+1) ou (v,m) = (n+ 1,n—1). Na primeira possibilidade temos no maximo

n - - - - . ~
(n _ 1) maneiras, pois escolhemos quaisquer n — 1 vincos para serem dobras vale. Analogamente, na segunda também sdo no

P n . R R R o
maximo (n _ 1) maneiras, pois escolhemos os vincos para serem dobras montanha. Somando o0s casos temos a inequagéo

Clag, Ay, ) App_g) < Z(rlz_nl)

N&o era necessario no problema, mas pode-se provar que quando os angulos sdo todos iguais acontece a igualdade desta equacao
Clag, @y, ) Ayp_y) = 2(712_"1 .

f) Vamos fazer indugdo em n. Veja que para n = 1 temos C(a,, a;) = 2 (2 dobras vale ou 2 dobras montanha). Para o passo
indutivo considere o menor &ngulo ay,. Para evitar o problema de “caber” um angulo, podemos fazer vale em £, e montanha em
€141 OU montanha em ¢, e vale em #,,. Dessa forma, podemos considerar os trés angulos (aj_;, ax € aj.+1) COMo um sb a;,_, —
ay + ap,q. Portanto, C(ag, @1, ) Aon_1) = 2 C(Ag, Aqy ooy Apezy A—1 — Ag + Ageg1, Aegrz - Azn—q). Nesta Ultima expressdo
podemos usar o resultado para n — 1 e concluir que C(ag, ay, ..., App_q) = 2 - 2771 = 27,

Vale reforcar que usamos inducao nas dobra num cone e que o caso plano é um caso particular. Veja que no cone podemos usar a
inducgdo e diminuir o nimero de dobras, mas no plano néo.

g) Primeiro usamos o lema no 10° com k = 0 (veja que ha k + 1 angulos iguais menores que seus vizinhos). Como 20° — 10° +

40° = 50°, temos € (20°,10°,40°,50°,60°,60°, 60°,60°) = (i) - €(50°,50°,60°,60°,60°,60°). Agora usamos o lema para 0s
dois &ngulos de 50° com k = 1 e obter C(20°, 10°,40°, 50°, 60°, 60°, 60°, 60°) = (i) : (f) . €(60°,60°,60°, 60°).

Para calcular €(60°,60°,60°,60°), veja que temos que fazer 4 dobras e pelo Teorema de Maekawa podemos concluir que sao 3
dobras vale e 1 montanha ou 3 montanha e 1 vale. Como os angulos sdo todos iguais ndo temos o problema de “caber” a dobra e

podemos observar que C(60°,60°,60°,60°) = 2 - (LD

Concluimos que C(20°, 10°, 40°, 50°, 60°, 60°, 60°, 60°) = (i) : (i) 2. (‘1*) =2.3.2-4=48



Critérios
Item a: 0,4 ponto

Notar que cada dobra vale soma 180° e cada dobra montanha SOMa —180° ........cccoiiiiiiiiineeieee e e 0,2 ponto
Concluir a expressao do Teorema de IMAEBKAWA ............eieiiieiieieeieiesese et e e e st tesreste e sae e e ssesaestestesteenaeseenseneenrenns +0,2 ponto
Item b: 0,4 ponto
Provar que a soma dos deslocamentos impares € igual a soma dos deslocamentos pares usando sol oficial ou similar ....... 0,2 ponto
Chegar N EXPIrESSAD GAUA ... ....ieiiereerieieriestese et e e et e et e st e teste e e e e esee st e bestesteaseeseeseessesbeseeabesseeseeseesseseeseestesaeeneeseenseneenrenres +0,2 ponto
Item c: 0,8 ponto
0NV 0O T=T = o PSSR 0,2 ponto
RESITINGIT B0 J IIMIPAT ...ttt ettt b et bbb bbbt £ b e bt e b e b e e e b e b e £ b e b e e e ke bt e e b e bt e b e ket ee ke bt nb b et st ebene s +0,2 ponto
Provar QUE S(K, J) = 0 PAra k < J < Mlvciiiiiiiieeiisie ettt e bbb bbbttt bbbt re b e +0,2 ponto
Provar que S(k, J) = 0 PAra 0 < J < K — 2ottt bbbttt ettt rere e +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto
Notar que se alternarmos dobras ndo tem problema de caber ANGUID .........ccooiiiiiiiiiiiic 0,3 ponto
Descrever de forma clara uma forma de fazer @S ODIAS .......c.eviceiiiiii ittt be e e b e +0,3 ponto
Item e: 0,6 ponto
Perceber pelo Teorema de Maekawa que temos exatamente n — 1 ou exatamente n + 1 dobras vale ........ccccoovvveverenene, 0,3 ponto
Usar que no maximo escolhemos o0s vincos livremente e provar a desigualdade ............ccocveveeeicieninie s +0,3 ponto
Item f: 0,6 ponto
Argumentar que da problema usar dobras diferentes em £ € VAIE M £ 4 1ueiiiiiiiiiiiiiiiesese e 0,2 ponto
USAI O ANQUIO Q)1 — Qf F Qg ceevereeeerermeeetenie etttk bbb bbb st b bbbt b bt b e e bt e bbbt +0,2 ponto
Concluir @ demonStrag80 PO INAUGED ........coueiueiieieieie ettt ettt et e bbb be b e b e s bt ebe e s e e b e besbesbesbeebeebeenbenenrenes +0,2 ponto
Item g: 0,6 ponto
L0 LT T I =10 g - W T T PR 0,1 ponto
L LT VoI =T o T oo T YO USSR +0,2 ponto
CONtaAr C (607,607, 60°, 60°) ..uiiiiieiieeiieeite ittt ete ettt e ste et e e e st e e sbeesbeebeesbeessesbeesbeesbeesbeessesaeesbeesbeeabeenbeenbeebbeabeeabeeabeebeerreeaeas +0,1 ponto
Concluir que €(20°,10°,40°,50° 60°,60°% 60°,60°) = 48. .....coveiieiieiriceie sttt s rs +0,1 ponto

PROBLEMA 7 - Valor: 5 pontog

Solucéo.

a) Lembramos que 0 = {@|@} e u = {0|0}.

Demonstracdo de que 0 < u: Pelo teorema O, devemos ter z, £ u paratodo z, € 0, = @ e ug % 0 para todo uy € Uz = @. Como
ndo hé elementos em 0, e Uy, as duas sentencas sio verdadeiras, ou seja, é verdade que 0 < u.

Demonstrag&o de que u < 0: Pelo teorema O, basta encontrar u, € U, = {0} tal que u;, > 0. u;, = 0 satisfaz essa propriedade.
Assim, u £ 0.

b) Observando que —1 < 0 < 1, e que temos 23 = 8 subconjuntos dos trés surreais que ja obtivemos, temos as seguintes
possibilidades:

o {00}
e {@|S}, em que S é qualquer um dos subconjuntos, exceto o vazio. S50 7 possibilidades.
o {S5]|0}, em que S é qualquer um dos subconjuntos, exceto o vazio. Sdo 7 possibilidades.

A partir de agora, verificamos os surreais {S|T}, em que S e T sdo subconjuntos ndo vazios. Temos as possibilidades:
. {—_1|T}, em que T é qualquer subconjunto ndo vazio de {6; T}. Note que, como —1 > —1, T ndo pode conter
—1. 550 22 — 1 = 3 possibilidades.
° {6|T}. Note que, em {5|T}, T ndo pode conter 0 nem —1.
e N3o existe {T|T} com T n3o vazio, pois 1 é maior ou igual a qualquer elemento de T.

° {—_1; 6|T}. Da mesma forma, em em {—_1; 5|T}, T ndo pode conter 0 nem —1.

A quantidade total de possibilidadesé 1+ 7 +7+3+1+ 0+ 1 = 20.



c) Provamos o resultado por inducdo na geragdo de x = Z"—k Na geracdo 0, x =0 = 2% e g(ﬁ) = [|0]] + 0 = 0. Suponha que o

resultado é valido para todo nimero com geragdes menores do que a de x. Entdo dividimos o problema em trés casos:
e Sex=n= 7;, inteiro positivo, x = {n — 1|@}, cujos pais estdo em {n—1}up={n—1} e g() =
g(n — 1) + 1. Assim, g(m) = g(n) — 1, ou seja, n — 1 tem geragdo menor do que a de X, e g(x) =
g =[n-1{1+1=n=[x|] +0.

e Sex=n :210, inteiro negativo, x = {n—-l-1|®}, cujos pais estdo em {n—-l-l}U(Z) = {n—-l-l} e gln) =
g(n+1)+1. Assim, g(n+ 1) = g(@) — 1, ou seja, n+ 1 tem geragdo menor do que a de X, e g(¥) =
gm)=[n+1]]l+1=-n—-1+1=-n=[[x]]+0.

! ) N ) O s s .
7 (s Cujos pais estdo em U ? =155 (e g(x) éigual a

n—-1

n .
. Sex=2—k,n|mpar,ek>0,x {Zk

. . n-1 Tl
1 mais maior dos valores de g —x)ed\Se . Note que as geracoes de’= % e ok sao ambas menores do que
a de x. Dividimos esse caso em mais subcasos:

| |n+1 ) n+1

o Sek=1, n—_len—ﬂséoambosinteiroseg(f) =1 +max(| Sen>0,g(x)=1 t—=

H |]+1 Sen <0, g(x)—1+| |—[|x|]+1
o Nos demais casos, sendo n impar, n —1 e n 4+ 1 sdo pares consecutivos. Um desses nimeros é

mdltiplode4.$eén—1,n—1=Ztm,commfmparetZZ,enz—_lzzzlt ( ) ” H+k

(note que k — t pode ser negativo, e ndo necessariamente g( _1) ”n 1” + k — t). Além disso,

n+
n + 1 é duas vezes um impar, de modo quenz—t(1 = 2 <n+1) ”n+1H + k — 1. Finalmente, note

e (5 ] = [l =I5+
max<g (2;,3),51 ("2—11)> —14g (”*1) (2] + % = 1+ 1 =11 + k.

o Seomiltiplode4én+1,n+1=2m, commimpar et > 2. A conta é a mesma que anterior
trocandon + 1 en — 1 de lugar.

. on+l N . . —
], pois 2—k=2k2_1 ndo é inteiro. Com isso, g(x)=1+

Como todos os casos foram cobertos, o resultado segue por indug&o.
d) Provamos o resultado por indugéo sobre a geracéo de x. Para a geragdo 0, x = 0 e
0+0={(0+0)u(0+0)|(@+0)u(0+0)}={pl0}=0.

Suponha agora que o resultado é valido para todo surreal nas geragdes anteriores as de x = {X, |Xz}. Lembre que cada elemento de

X, e Xp é de alguma geragdo anterior a de x. Entdo X, + 0 = {x, + 0 : x, € X,} = X, e, analogamente, X + 0 = Xx. Logo
x+0={(X,+0)U(x+)|(Xg +0) U (x + B)} = {X, UBIXz U B} = {X,|Xz} = x
0+x={@+x)U(0+X)|[(@+0)U(0+X:)} ={PUX,I0DUX:}={X,|Xz} = x.

e) Observando que 2 = {1|@},

242={1+2)u(2+1)|(0+2)u(2+0)} = {1+ 2|0}
Lembrando que 1 = {0|@},
1+2={0+2)u(1+D)|(@+2)u(T+0)}={2V(T+1)|}
T+T1={0+TD)u(A+0)|(0+T)u(T+0)}={Tlo}=2
T+2={2u2lo}=(2l0} =3
Finalmente,
2+2={1+2|0} =30} =4
f) O Gnico y para o qual g(y) =0 €y =0, logo g(x + 0) = g(x) = g(x) + 0 = g(x) + g(0).
g) Sejam x = {X,|Xz} e y = {V,|Yz}. Entdo
x+y={&X, +y)Ux+Y)IXe +y)Ux+ Y}
e 0s pais de x + y séo os elementos de P = (X, + y) U (x +Y,) U (Xz +y) U (x + Yz). Entdo procuramos o maior valor entre
g, +y), x, €X,, gx+y1), Yy €Y glxg +y), xg €Xp € g(x +yr), yr € Yz. Como g(x;),g(xz) S g(x)—1 e



g, g(vr) < g(y) — 1, em que a igualdade ocorre pelo uma vez para cada desigualdade, pela hipotese de indugdo g(x, + y) =

9x) +9»), gx +y1) =g + g, g(xr +y) = g(xg) + g(¥) € gx + yr) = g(x) + g(yg). Todos esses valores sdo
menores ou iguais a g(x) + g(v) — 1 e aigualdade ocorre pelo menos uma vez. Assim, 1 + sup g(xp) =1+ gx) +g(y) —1 =

g(x) + g(¥), o que completa a inducéo e a demonstracéo. e
Critérios
Item a: 0,6 ponto
PROVAT QUE 0 S 1 oovvoeeeecescteesesseseesess e sess e seess e s ss e s s s s s n s en s s st s st s e s st n et en e st n e seen s 0,3 ponto
PIOVAE QUE T £ 0 1ovooveeieteeeeteseetess et et ss st st ess st s st ese et et s s et st et ettt ettt et e et et et n s et et e s et ns s 0,3 ponto
Item b: 0,8 ponto
Contar 0s €asos COM UM JOS CONJUNTOS VAZIO ......ueveuiiueieiiitiieetiate sttt stese st et ebe st ebese et sb e eebenb st ebenb e e ebesbe e ebesbe e ebesne e 0,4 ponto
Contar 05 Cas0S COM 0S5 AOIS NAO VAZIOS........ueiueirieeereiestesestesteseeeeseessessessessesseassessessessessessesseasessssssessessessessessensesssessessessenes 0,4 ponto
Item c: 1,0 ponto
Citar INAUGED € TAZET 8 DASE ......cueieeeceiet et b et h e bbbt nb bt eb b e e bt e b e b e eb e s b e e e bt nb e s b et e sbe e ebenne e 0,2 ponto
RESOIVEr 0 CASO INTEINO POSITIVO ... vviiviicir ettt e st et e et e e te e st e sseesseesteesteesteeneeeneeaseesseeneeenseenteeneeaneenneas +0,2 ponto
ReSOIVEr 0 CASO INTEIFD NBYATIVO .....oviiiiviieiiiit ittt bbbt bbbt bbbt b et be e +0,2 ponto
Resolver 0 caso em que 0 NUMETO NAO € INTEITD......cueiuiieieieeieetete st esese st e e e e e e et et e st e s testeeteeseese e ee st estestestessaeneesseneeseesrens +0,4 ponto
Item d: 0,6 ponto
Citar iNAUGAOD € FAZET 0 + 0...oovoveoeceeiecees ettt ettt es e st n s eensnnsseneees 0,3 ponto
ProVar 0 PASSO INAULIVO........c.uiiie ittt te et e e et e st e s ts e be e s te e s te e s eesseesseesbeesteesteenteenseassenseenbeentaeteeseeareennnes +0,3 ponto
Item e: 0,8 ponto
(F 1101V OO OTTTTRON 0,2 ponto
CalCUIAr 1 4 2 USANTO O BNEETION +...veveveeeeee ettt et et s eeeteee et e st e et eseeees et ee et eeeeses e e et eseeeesens et et enses et eeeeeneeeseneees s eeesrees +0,2 ponto
Calcular 2 4 2 USANAO 05 ANTETIOTES ..........vveveueveresrsseeessssesesssssesssssesssessesss e s ess s s s sses st ess et essens e ss s st ens e ensnsnsennean +0,4 ponto
Apenas resposta 4 ndo deve pontuar neste item.
Item f: 0,6 ponto
Notar que g(y) = 0 apenas paray = 0, ettt ettt ettt e ettt ettt ettt ettt e ettt e ettt ettt etee et n et en et eeeares 0,3 ponto
Concluir que g(x +0) = g(x) = g(x) + 0= g() 4+ G(0) crrrerrrremrrrirrrierrer s +0,3 ponto
Item g: 0,6 ponto
Observar que g(x;), g(xg) < g(x) =1 g(L), GVR) S (V) = Ly i 0,3 ponto

Concluir @ demonStraG80 PO INAUGED .........eiuiiueiuieiiei ettt sttt bttt e b e b b e b e bt bt e s e e b et sbeebesbeebeeb e e e e nentennas +0,3 ponto



